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Introduction

Les catégories dérivées ont étés introduites par A. Grothendieck et J-L. Verdier dans
les années 60’s, comme un outil trés puissant dans la géométrie algébrique. Dés cet mo-
ment, elles sont devenues une des notions les plus étudiées en algeébre homologique. Elles
ont aussi permis d’établir des liens entre la théorie des représentations et la géomé-
trie algébrique. Par exemple, il se trouve que la catégorie dérivée associé au carquois de
Kronecker est équivalente a celle des faisceaux cohérents de P*.

Le but de cet projet est servir comme une introduction a tout ce qui s’intéresse a ces
sujets et qu’a les bases de théorie de catégories. Cet document est composé de 3 courts
chapitres, dont le fil conducteur est la catégorie dérivée du carquois de Kronecker Q. Dans
le premier chapitre, on fait un résumé des notion les plus importants de la théorie de
représentations de carquois et on décrit tous les représentations indécomposables de Q.
Dans le deuxiéme chapitre, on introduit la catégorie homotopique associée a @), et
on démontre qu’elle est triangulée. Finalement, dans le troisiéme chapitre, on présente la
notion d’une catégorie localisé, et donc, celui de la catégorie dérivée de ). On a inclut
un annexe a propos des catégories abéliennes pour ceux qui ne sont pas habitués a ses
propriétés.



Chapitre 1

Théorie des Représentations de
Carquois

Dans ce chapitre on donne une introduction rapide aux concepts les plus importants
de la théorie des représentations de carquois. On introduit les catégories mod(Q) et rep(Q)
ainsi que des fagons de les étudier.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1. Un carquois Q = (Qg, @4, s, t) est un graphe dirigé ot @), est 'ensemble
de sommets, (); I'ensemble d’aretes arétes et s et ¢ sont des fonctions (); — Q) telles
que si a € @1 est une fleche alors s(a) est son point de départ et t(«) son point d’arrivée :

s(a) —2 t(a)

Remarque. On pourrait avoir que )y ou (), sont infinis, ici on va supposer que les deux
ensembles sont finis, dans ce cas on dit que @ est fini.

Définition 1.2. Soit @ un carquois et k un corps algébriquement clos, une représenta-
tion de @ est la donnée de V = (V;,0,);c0,,acq, Ou les V; sont des espaces vectoriels
et ¢, est un application linaire ¢, : Vo) — Vi(o). Un morphisme entre deux repré-

sentations (V;, 0)icq,,acq, € (Vi 00)ico,,acq, de Q est une collection d’applications
linéaires ( fi)ieQO telle que pour chaque o € Q4 le diagramme suivant commute :

P
Vata) — Vit

fs(a) ft(a)

b
Vs/(oe) B Vt/(a)

On dit qu'une représentation V de ) est de dimension finie si pour chaque i € Q, V; est
de dimension finie. On note rep(Q) la catégorie des représentations de dimension finie du
carquois Q.



Exemple 1.1. [Carquois de Kronecker| Soit ) le carquois donné par le graphe

1%2

et V la représentation

()

k —= k2

(o)

Cherchons les endomorphismes de V, soient k € k et K = (Z Z) € My, (k) tels que
0 1
1 0
NN ”<2 - |]<2
i a b i a b
0 c d 1 c d
1 0
k — K2 k — K2

k c
implique K = k- Ids, 5. Donc End(V') est un k-espace vectoriel de dimension 1.

soient des diagrammes commutatifs. On doit avoir (Z) = <0> et (a) = (S), ce qui

Définition 1.3. Soit @) un carquois et {ay, asy,...,a,, } un sous-ensemble de @, tel que
s(a; 1) = t(oy) pour tout 1 < i < n — 1, on note par p = a;a,...cr,, le chemin sur Q
qui suit les fleches a;. On pose s(p) = s(a;) et t(p) = t(«,,). Pour chaque i € @, on
consideére aussi le chemin constant e;, on a dans ce cas que s(e;) =1 = t(e;).

Remarque. Soit V. = (V; ¢o¢)iEQ0,a€Q1 une représentation de ), chaque chemin p =

Q4 Qly...a,, définit une application linéaire entre V) et V,(,) donnée par ¢, = ¢, o - o

O‘n
Ga,-

Soit k un corps algébriquement clos, on définit k@) comme le k—espace vectoriel qui
a comme base ’ensemble de chemins sur Q, c’est-a-dire

Q= P ko

p chemin

. Les éléments de k@) sont des sommes finies de la forme »__ k;p;, o k; € k et p; est un
chemin. Soient p = oy ay...a,, et p’ = afab...al, deux chemins, on définit la concaténation
de p et p’ comme

oy = Qq Qg o al sis(p’) =t(p)
0 si non



Pour Zz kip; € kQ on pose (El kiﬁi) p= El kipip et p (Zz kiﬂz’) = Zz kipp; . On a
alors une opération bilinéaire compatible avec la structure d’espace vectoriel de kQ.

Proposition 1.1. L’espace vectoriel kQ muni de la concaténation de chemins est une
k-algéebre.
O

Définition 1.4. On dit que k@ est I’algébre de chemins sur )

Remarque. Si @ est fini, l'algebre k@ posséde une unité : en effet, considérons 1 =
ZieQ e; € k@, alors il est facile de voir que pour tout élément x € kQQ ona l-z = z-1 = z.
0

En particulier, on a que k C k@.

Exemple 1.2. Considérons a nouveau le carquois ) introduit dans 1’exemple @ On
sait que k@ est un k-espace vectoriel de dimension 4 car les seuls chemins sur ) sont
eq, €9, @ et B. En fait, l'algebre définie par () est isomorphe a l’espace de matrices

0 k

wr=(3 ) oea=(3) =3 57) o0-(5 %)

Il est facile de vérifier que ¢ est un morphisme qui transforme la concaténation de
chemins en multiplication de matrices. Notons en plus qu’un élément ki e; + kyeq +

koo +kgB € kQ correspond a la matrice (kOl Ufo;{; kﬁ))
2

2
K= <[k k > via l’isomorphisme ¢ : k@) — K tel que

En particulier, k@) a une structure d’anneau, donc on a intérét a étudier les modules
a droite sur k@Q. On note par mod(Q) la catégorie de modules & droite de type fini. Le
théoréme suivant donne la relation entre les représentations de dimension finie de @) et les
modules de type fini sur kQ :

Théoreme 1.1. Soit Q) un carquois fini et soit k un corps algébriquement clos. On a une
équivalence de catégories entre mod(Q) et rep(Q).

Démonstration. On va construire deux foncteurs F' : mod(Q) — rep(Q) et G : rep(Q) —
mod(Q) tels que F'G = 1d,,,,q(q) et GF = Id, ;). Cependant le fait que F' et G sont
bien des foncteurs quasi-inverses l'un de 'autre est démontré dans [p, Théoreme 5.4].
Commencons par F', soit M € mod(Q), on pose V;, = M e, = { me; | m € M} qui hérite
d’une structure de k-espace vectoriel de celle de k@-module de M et du fait que k C k@.
De plus, M est de type fini, donc il existe my, ... m,. € M tels que M = m;kQ+---+m, kQ
et comme @ est fini et sans cycles orientés, il n’y a qu’un nombre fini de chemins sur Q).

Cela implique que
V=Y Y mp
j=1 chemins de Q

En particulier, chaque V; est un espace vectoriel de dimension finie. Soit maintenant
a € Qy tel que s(a) =i et t(a) = 7, on définit ¢, : V; =V

bq(me;) = me;a = (me;a)e; € V;

4



On définit F(M) = (V;,04)ic,,acq,  Soit maintenant f : M — M’ un morphisme de
kQ, pour chaque i € Q, on a que f se restreint en une application linéaire f; : Me, — M'e,
car pour m € M on a f(me;) = f(m)e;. On pose F(f) = (f;);cq,-

Par ailleurs, soit V = (V;, ¢,,) icQ,,acq, Une représentation de dimension fini de @,

posons M = GaiEQo V. et pour chaque chemin p de @ et m = ZiEQO m; € M,

mep=p (M)

En étendant cette opération a k@ on obtient une structure de k@-module & droite de sur
M et on pose G(V)) = M. Finalement, pour f = (f;);c¢q, un morphisme de représentations
Vet V/ de Q on définit G(f) par

G(V) — G(V)

O

Exemple 1.3. Considérons a nouveau le carquois de Kronecker ) de I'exemple El]
Posons P; = e,(kQ) = e;k & ak & pk le k@Q-module & droite de type fini dont_les
éléments sont de la forme e, -m avec m € kQ. En utilisant la notation du Théoreme El],
on a

boler) =eja=a, ¢3(€1>:€15:5-
On a que F(P;) =V, ou V est la représentation de 'exemple El]

1.2 Modules indécomposables et modules projectifs

Rappelons qu’une facon d’étudier la catégorie mod(Q) est de regarder ses modules
indécomposables, projectifs et injectifs. Il se trouve que 'algebre k@) a des propriétés qui
facilitent la description de ces modules. Dans cette section, on suppose toujours que () est
fini et sans cycles orientés. On travaille toujours avec des modules a droite.

Définition 1.5. Soit A un anneau. Un A-module M est artinien si pour tout suite de
sous-modules de la forme M, 2 M; D -, il existe ¢ € N tel que M; = M, pour tout
j > 4. Dans ce cas, on dit que la suite est stationnaire. De la méme facon, on dit que M
est noethérien si toute suite de la forme My C M, C --- est stationnaire.

On a que k@ vue comme k@Q-module a droite est artinienne (resp. noethérienne).
En effet, un sous-module de k@) est en particulier un sous-k-espace vectoriel de ’espace
vectoriel de dimension finie k@, et on sait qu’'une suite décroissante (croissante) de sous-
espaces vectoriels de dimension finie est stationnaire. Dans ce cas, on dit que k@ est
artinienne (resp. noethérienne) a droite. Cette propriété est trés puissante et va nous
permettre de mieux décrire mod(@). On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2. Soit Q un carquois fini et sans cycles orientés et M un kQ-module. Alors
sont équivalents :



— M est artinien,
— M est noethérien,
— M est de type fini.

Démonstration. On sait que k@ est une algebre artinienne a droite et le résultat suit de
[L][VIT 4.12]. O

On a alors que tous les objets de mod(Q) sont des modules artiniens et noethériens. 11
en résulte qu’'on peut étudier mod(Q)) en regardant quelques modules qui servent comme
des "blocs” de construction pour tous les modules dans mod(@Q). Il s’agit des modules
indécomposables.

Définition 1.6. Soit A un anneau. Un A-module M est dit indécomposable si M # 0
et si M = M, & M, implique que M; =0 ou M, = 0.

On a que si un module M est noethérien ou artinien, alors il se décompose en somme
directe finie de modules indécomposables (voir [I][VII 6.1]). Cela entraine que n’importe
quel module dans mod(Q) se décompose en somme directe finie de k@-modules indécom-
posables. 11 se trouve que grace au fait que k@ est artinienne, cette décomposition est aussi
unique. Regardons d’abord comment identifier les modules indécomposables de mod(Q).

Proposition 1.2. Soit A un anneau. Il existe une bijection entre décompositions d’un A-
module M en une somme directe finie et décompositions de l’identité dans End(M) en une
somme d’idempotents orthogonauz. En particulier, M est indécomposable si et seulement
si les seuls idempotents de End(M) sont le morphisme O et lidentité.

Démonstration. Voir [1][VII 6.3 et 6.4]. O

Exemple 1.4. Soit () un carquois fini avec n sommets, on a alors que 15 = 2211 e; ou
les e,; forment un ensemble d’idempotents orthogonaux. Rappelons que End(kQ) ~ kQ
car chaque m € k@ induit un morphisme de k@-module donné par la multiplication a

gauche. D’apres la proposition on a une décomposition en facteurs directs donné par

kQ = @Imei = é;ei([kQ)

1=1 i=1

La proposition E dit que l'algebre d’endomorphismes d’un module est un outil qui
nous permettre savoir si un module est indécomposable.

Exemple 1.5. Considérons la représentation (module grace au théoréme EI) V dans
I’exemple . On a vu que End(V) =~ k, c’est-a-dire que 'algebre d’endomorphismes
est isomorphe & un corps et les seuls idempotents sont 0 et I'identité. La proposition
entraine que V est indécomposable.

On rappelle qu'une algebre est locale si elle n’a qu'un seul idéal a droite maximal.
Cette condition est équivalente a ce que pour chaque élément = de l'algebre, au moins un
des éléments x ou 1 — z est inversible. Dans 'exemple [1.5, comme k est un corps, les seuls
idéaux sont {0} et k et donc End(V') ~ k est locale. On a la proposition suivante :



Proposition 1.3. Soit A un anneau et M un A-module tel que End(M) soit local, alors
M est indécomposable.

Démonstration. Soit e € End(M ) un idempotent. Comme End(M) est locale, e ou 1—e est
inversible. Si e est inversible, comme e? = ¢ on a que e = lgna(m)- Si 1 — e est inversible,

alors e(1 —e) = e — €2 = 0 implique que e = 0. O

Il se trouve que la réciproque de la Proposition B est vraie pour tout module dans
mod(Q®), ce qui nous donne un bon critére pour déterminer si un module est indécompo-
sable ou pas. (Voir [L.3).

Exemple 1.6. Considérons le carquois de Kronecker @) et les représentations suivantes :

Jn () Jn(N)

0
(Idnxn> (O ) Idnxn)
V5 = [k —/——=3 kntl V6 =  kntl ——=3 Kk
(Idnxn) (Idnxn ) O)

ou X € k,neN_et J,(\) es une matrice de Jordan. Clairement V; et V, sont
indécomposables car k I’est. On voit facilement que End(V;) = {(0,7) | r € k} ~ k et
End(Vy) = {(s,0) | s € k} ~ k qui sont des k-algebres locales.

On calcule End(V3). Soit (A, B) € End(V3), ona A, B € M, ., (k). On doit avoir

B'Idnxn :Idnxn A

Cela implique que A = Bet A-J, (A) = J,(A)-A. St A= (a,;;)1<; j<n,on a la relation
(Aa;; +a;;-1) = (Aa;; + a;,1;) pour tout 0 < 4,5 < n ol a;g = a,,1; = 0. On a
que a;,q; = a;;_1 pour tout ¢, j, en particulier a;; = a,,; = 0 pour tout 2 < i < n et
1 <j<n—1, ce qui entraine que

a11 Qi 0 Q1n
0 0 - ay

On en obtient que End(Vy) =~ k[X]/(X™), qui est une algebre locale.

On étudie maintenant End(V,), ici on doit supposer A # 0. Prenons (A, B) €
End(V},) et supposons A = (a;j)1<i,jen B = (bij>1§i,j§n' Comme (A, B) € End(V})
on a

0 0
Vim 053k Vo= kT80 Vp= KK V= K3

[k’n



Ce qui entraine

0 b4y b1n—1 Qg1 Qgy v Qgp
0 by ban 1 _ | %1 Q32 - Q3p
0 b,; - by, 0 0 - 0

Donc b;; = a;41+1 pour tout 1 <4, <n—1etb,; =a;; =0pour 1 <j<n—1
et 2 < i < n.On aaussi que Ab;; +b;;_1 = Aa;; +a;,1; pour tout 1 < i,j < n ou
bio = api1; = 0. Cela implique que

A 19 = Abjy = Aa;; +a,,.91 = Aa;; pour 1 <i<n—1,
)\bz’rL + a’i+1’l’L == )‘bzn + bin—l == )\ain + ai+1n pour ]. S 7/ S n — ].,
0=Ab,; +b,;_1 =Aa,,;pour 1 <j<n-—1,

Ab,,,, = Aa

Comme \ # 0, on a

b;,, = ay, pour tout 1 <i,j<mn,
(;j = G;y1,11 pour tout 1 <4, j <n—1,

a,il:anj:0p0urtout2§i§netlgjgn—l.

Et on sait que End(V,) ~ k[X]/(X™). Soit maintenant (A, B) € End(V;), on a A €

Mnxn(ﬂ(>7 B € Mn+1><n+1(|]<> et
0 0
an) =)

B. (
Id Id
B- nxn nxn | A
() = ()
Comme avant on pose A = (a,;)1<; j<n € B = (b;;)1<; jeni1, alors
b;; = a;; pour tout 1 < 4,5 <mn,
sz - aiiljil poul“ tout 2 S Z)] S n + 1,
by415 = 0 pour tout 1 < j <n,
blj =0 pour tout 2 < j3<n+ 1.
On en déduit que
a;; = a; 141 pour tout 2 <i,j <n,

alj:blj:0p0urt0ut2§j§n,

Upj1 = bn+1j = 0 pour tout 2 < 5 < n.



Ce qui implique que a;; = b;; = 0 pour tout ¢ # j et a;; = b;; = k pour certain
k € k. On a que End(Vy) ~ k qui est une k-algebre locale. De la méme fagon, on obtient

End(Vy) ~ k.

On en obtient que toutes les représentations étudiés sont indécomposables d’apres
la. Proposition . En fait, elles sont toutes les représentations indécomposables dans
mod(Q), & isomorphisme pres.

On énonce maintenant quelques résultats qui vont nous permettre de démontrer la
réciproque de la Propositionb pour des algebres comme kQ).

Proposition 1.4. Soient M un A-module et f € End(M). Si M est noethérien (resp.
artinien) et si f est un épimorphisme (resp. monomorphisme), alors f est un automor-
phisme.

Démonstration. On démontre le cas ou M est noetherien, la preuve pour le cas M artinien
est semblable. On considere la suite croissante de sous-modules de M

0C Ker f CKerf2C-.

Comme M est noethérien il existe n tel que Ker f* = Ker f?*1. Comme f est surjective,
f™ Dest aussi et donc

Ker f = f* ((f™) " (Ker f)) = f* ((f**1)71(0)) = f*(Ker f**1) = f*(Ker f*) =0
Et f est injective. O

Lemme 1.1. (De Fitting) Soit M un kQ-module de type fini et soit f € End(M), il existe
n € Ny tel que
M =TIm f™ @ Ker f".

Démonstration. Comme M est de type fini, d’apres le Théoréme Q, M est noethérien
et artinien. On a alors qu’il existe n > 0 tel que la suite M D f(M) D f2(M) D - soit
stationnaire et f(M) = (f™)? (M), donc f™ est un endomorphisme surjectif du k-module
f™(M) C M (qui es noetherien car M l’est). D’aprés la Proposition Q, on a que f™ est
un automorphisme de f™(M). Donc f™(M) N Ker(f™) = . Soit maintenant = € M, il
existe y tel que f27(y) = f™(x), donc f™(z — f™(y)) =0 et

z=[f"(y) + (= —f"(y) € Im f" & Ker f".
O

Corollaire 1.1. Soit M un kQ-module de type fini indécomposable, alors End(M) est
locale.

Démonstration. Comme M est indécomposable, on a que Im f™ = 0 ou Ker f™ = 0. Dans
le premier cas, f est nilpotent, et alors (Id,; —f) o (Idy; +f +-- f*~1) = Id,,, c’est-a-dire
Id,; —f es inversible. Dans le deuxieme, f™ est injective, et comme M est artinien, f™ est
un automorphisme et f en est un aussi. On en déduit que End(M) est locale. O



Théoréme 1.3. (De décomposition unique) Soient A une k-algébre et M un A-module,

51
m
M =M, =P M,

n
=1 Jj=1

ot les End(M;) et les End(M;) sont locales pour tout i,j, alors n = m et il existe une

permutation o € S,, telle que M; ~ N ;.

Démonstration. Voir [1][VII 6.13]. O

Corollaire 1.2. Tout kQ-module de type fini s’écrit en un somme directe fini des modules
indécomposables. Cette somme est unique d isomorphisme preés. ]

Remarque. Le théoréme @, la proposition @, le lemme @ et les corollaires @ et E

sont vrais pour n’importe quelle algebre artinienne.

Exemple 1.7. Soit @ le carquois de Kronecker de ’exemple @, comme il est fini et
sans cycles orientés, on a que k@ est un k-algebre artinienne. D’apres le théoreme [1.3,
tout module dans mod(Q) se décompose de fagon unique en somme des modules décrits
dans I’exemple [1.6.

Cependant, parfois ce n’est pas simple décrire tous les indécomposables dans mod(Q),
il faut alors regarder autres facons d’étudier cette catégorie. On rappelle la définition
suivante.

Définition 1.7. Soit A un anneau. Un A-module P est dit projectif si pour tout épi-
morphisme f: M — N et tout morphisme u : P — N, il existe un morphisme v: P — M
tel que le diagramme suivant soit commutatif

P
N

M ——->

On rappelle aussi qui tout module libre est projectif, en particulier k@ est un kQ-
module projectif. On sait aussi que un facteur direct d’un module projectif est projectif
et toute somme directe de modules projectifs est projective. Soit n le nombre de sommets
du carquois @), d’apres 'exemple @jon a que les modules e, (k@) sont projectifs. On a le
théoreme suivant.

Théoreme 1.4. Soit M un kQ- module, alors il existe Py et P; kQ-modules projectifs
tels que la suite

0 Py Py M 0

soit exacte. Une suite de cet type est appelée résolution projective de M.

10



Démonstration. Soit Q@ = (Qg,Qq,Ss,t). On utilise le fait que mod(Q) =~ rep(Q) et on
continue a écrire M pour l'image du module M par le foncteur F' décrit dans le théo-
reme EI On note aussi P; = F(e;(kQ)) pour tout i € Qg. Soit M = (M;,d4);c0,,acq,
et d; = dim(M;). On pose

Py = EB d;P; Py = @ ds(a)Pt(a)7
1€Qq acQ,

oud, P, = GB P La somme directe de modules projectifs est aussi projective, ce qui en-
traine que G (PO) et G(P;) sont projectifs, ot G est le foncteur défini dans le théoréme
Le reste de la démonstration peut étre consultée dans [b][Théoréme 2.15]. D

Remarque. Soit A un anneau. Pour tout A-module a droite M on a l’existence d’une
résolution projective de la forme

w—P — =P —FP,—M—0
Le théoreme @ nous dit que pour A = k@ il en existe une finie de longueur 2.

Un algebre qui satisfait au théoreme @ est dite héréditaire. On en obtient que pour
étudier mod(Q) il suffit (a suite exacte pres) de regarder les modules projectifs de type
fini, qui d’apres le théoreme sont noethériens et artiniens et se décomposent de fagon
unique en somme directe de facteurs indécomposables projectifs.

Théoréme 1.5. Soit Q = (Qy,Q4,s,t) fini sans cycles orientés. Tout kQ-module in-
décomposable, projectif de type fini est isomorphe a un module de la forme e, (kQ) avec

1€ Q.

Démonstration. On sait déja que chaque e;(kQ) est projectif, étudions End(e;(kQ)).
Fixons i € Qq et soit f € End(e;(kQ)), on a que f(e;) = f(e?) = f(e;)e; € e;(kQ)e;
On définit un morphisme de k-algebres End(e; (kQ)) — e;(kQ)e; donné par f — f(e;).
Cette morphisme est en fait un isomorphisme, donc il suffit d’étudier e, (kQ)e,. L'unité de
e;(kQ)e; est e; dont la seule décomposition en idempotents orthogonaux est e; = e; + 0.
On a alors que e, (k@) est indécomposable.

Soit maintenant P un k@-module indécomposable et projectif de type fini, il existent
alors n > 0 et un épimorphisme 7 : kQ™ — P . Comme P est projectif, 7 est une rétraction
et P est facteur directe de kQ™. P est indécomposable, de qui entraine qu’il est facteur
direct indécomposable de k@). D’apres le théoreme , cette décomposition est unique et
il existe 7 € @ tel que

~ e;(kQ).
O

On es amené a étudier mod(Q) en regardant ses modules projectifs indécomposables.
On voudrait étre dans un contexte ou étudier la résolution projective d’un module et le
module lui-méme soient équivalentes. Cette propriété est atteint en prenant la catégorie
dérivé de k@. On finit cet chapitre avec un théoreme qui nous sera tres utile pour la suite.

Théoréme 1.6. Soit A une algebre héréditaire. Tout sous-module d’un module projectif
est projectif.

Démonstration. Voir [1][XII, 1.3]. O
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Chapitre 2

Catégories Triangulées

Le but des chapitres suivants est d’étudier la catégorie de complexes bornés de
k@. Pour cela, on introduit différentes structures qui vont nous permettre de passer de la
catégorie de complexes a la catégorie dérivée de k@).

2.1 Catégories de Frobenius
Tout au long de cette section, on fixe € une catégorie abélienne (voir )

et & un ensemble de suites exactes avec des objets dans €. On note la composition de
deux morphismes f: X - Y et g: Y — Z par gf : X — Z. Comme on travaille avec une
catégorie abélienne, pour tout X € €, on note 1y 'identité dans Home (X, X).

Définition 2.1. Un monomorphisme (resp. épimorphisme) f : X — Y dans € est dit
f f
propre s’il existe une suite exacte 0 » X — Y — Z - 0 (resp. 0 = Z — X — Y — 0).

Un objet P € € est dit S-projectif si pour tout épimorphisme propre f: M — N et
tout morphisme u : P — N il existe morphisme v : P — M tel que u = fuv.

D’autre part, an objet I € € est dit S-injectif si pour tout monomorphisme propre
f: M — N et tout morphisme u : M — I il existe morphisme v: N — [ tel que u =vf

On dit que (C,8) a assez des objets S-projectifs si pour tout X € € il existe un
épimorphisme propre f : P — X avec P un S-projectif. De la méme facon, (€ §) a assez
des objets S-injectif si pour tout X € € il existe un monomorphisme propre f : X — [
avec I un S-injectif.

Définition 2.2. Une catégorie exacte est la donnée d’une catégorie additive € et un
ensemble de suites exactes & qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) Toute suite exacte isomorphe a une suite dans § est dans §. Pour tout objet X, Y € €

( ) Y)

0O X——>X0®Y ——Y —0

est dans §. Pour toute suite exacte 0 — X — YV — Z ,on a que u est le noyau de
v et v est le conoyau de u dans C.

(ii) L’ensemble de épimorphismes propres et celui de monomorphismes propres sont fer-
més pour la composition.
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(iii) Soient g : W — Z un morphisme et f : Y — Z un épimorphisme propre. Soit
(U,pq,p5) un produit fibré de f y g avec gp; = fp,, alors p; est un épimorphisme
propre. On a la propriété dual pour une somme amalgamée et un monomorphisme
propre.

(iv) Soit g : Y — Z un morphisme avec un noyau dans M. S’il existe f : X — Y tel
que gf soit un épimorphisme propre, alors f est un épimorphisme propre. De fagon
duale, si f a un conoyau dans € et il existe g tel que gf soit un monomorphisme
propre, alors f 'est aussi.

Définition 2.3. Une catégorie de Frobenius est une catégorie exacte (€, S) ayant assez
d’objets S-injectifs et assez d’objets S-projectifs tel que les S-injectifs coincident avec les
S-projectifs.

Dans ’exemple qui suit, on introduit une catégorie qui va étre un des fils conducteurs
de ce travail.

Exemple 2.1. (Catégorie de complexes bornés) Considérons & nouveau la caté-
gorie mod(Q). Un complexe différentiel (ou complexe simplement) X* = (X?, d%),
de kQ- modules est la donnée des X* € mod(Q) et des morphismes d* : X* — X ¢! tels
que d**1d? = 0 pour tout i. En particulier, on a que Kerd**! C Imd?. On dit qu'un
complexe X* est borné s’il existe un k > 0 tel que X* = 0 pour tout i > |k|.

Un morphisme entre complexes X' = (X, d% ), et Y = (Y, d%), o est donné
par f = {f'},cn avec f¢ : X* — Y morphisme de k@- modules tels que f*1d% =
di f*. Pour parler de X* ou f* on dit, "le module en degré i” ou le "le morphisme en
degré i”. On note par €°(mod(Q)) la catégorie dont les objets sont des complexes bornés
de k@Q-modules de type fini et les morphismes sont des morphismes de complexes.

Cette catégorie est abélienne et k-linéaire. Clairement Homeb d(@))(X°, Y") est
un k-module pour tout complexe X* et Y". L’objet nul de cette catégorie est le complexe
avec le module nul de mod(Q) en chaque degré, et pour tout X' = (X¢,d%),,, on a que
1y = (1x:);en- Dautre part, si X' = (X*,d?%),;q et V" = (Y d%),, on définit

. . __ 7 A dTX 0
xer = (xovs (% 1))

Comme on sait que X@Y ~ X xY pour tout X,Y € mod(Q), on a aussi que X " @Y * ~
X" XY " pour tout complexes X et Y °.

ieN

Il est facile de voir qu'un épimorphisme dans €°(mod(Q)) est un morphisme de
complexes tel qu’il est un épimorphisme en chaque degré. En effet, soit f* = (f*),;cy
tel que chaque f? soit épimorphisme et soient h° = (h?),o et g° = (g9%);on tels que
g f =h"f", alors on a que g*f* = h'f* pour tout 4, ce qui entraine que ¢* = h* pour
tout 4. Supposons maintenant que f° est un épimorphisme et f° : X° — Y . Fixons
i€ Netsoient g: Y* — Zet h:Y? — Z des morphismes tel que gf* = hf%. On définit
Z* le complexe tel que Z7 = 0 pour tout j ¢ {i,i —1}, Z' =72 = Zet d"1 =1,.
On pose g° : Y — Z° tel quen degré j ¢ {i,i — 1}, on a que ¢ = 0, g* = 0 et
g™t = gd*~', on a alors que ¢ est un morphisme de complexes. De facon similaire, on
définit A, alors ¢" f*=h" f et g° = h" car f° est épimorphisme, en particulier g = h
et f% est épimorphisme. Un raisonnement similaire démontre qu’un monomorphisme de
complexes est un monomorphisme en chaque degré.
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Finalement, chaque morphisme de complexes admet un noyau. Prenons a nouveau
f7: X" =YY" onpose Ker f* = (Ker f?,d%),cn- Ker f* est bien défini, car pour tout
i€ NetxeKerft onaque fi7(d% (z)) = di(fi(z)) = di-(0) = 0, donc d restreint
a Ker f* a bien Ker f*1 comme codomaine. On a aussi que le conoyau de f° est donné
par (V' /Im(f*), i) .

On rappelle qu’une suite exacte est scindée si elle est de la forme

!
0— X v —2 sz 0

S

0 >X —>XB®Z—257-—0

e Iz
On pose &y comme I'ensemble de toutes les suites exactes 0 — X° — V' —

k3 (3

Z* — 0 dans C°(mod(Q)) telles que 0 — X* 2y vyt Ly Zi —5 0 soit scindée
pour tout ¢ € N. On voit facilement que (€°(mod(Q)), Siq) satisfait les propriétés (i),
(ii) et (iv) de la définition R.9. Soient ¢* : W* — Z° un morphisme de complexes
et f*:Y" — Z° un épimorphisme propre. Il existe une suite exacte dans Sy de la

h* f°
forme 0 - X' — Y — Z° — 0. Soit (U",p;",py ") un produit fibré de f* y ¢g" avec
g°p1 = f"py ", comme C°(mod(Q)) est abélienne, d’aprés il existe une suite exacte

p* D
05V — U~ W= 0etun morphisme de complexes ¢* : V' — X° tels que

pour tout 7 € N, on a le diagramme commutatif suivant

i 7

0= Vi —— I ——— Wi =0

qli pél g’i
R I

0— X° Y? Zt— 0

Comme f° est un épimorphisme propre, on sait que la deuxiéme ligne est une suite
scindée et il existe f! : Z* — Y tel que fif? = 1. On en déduit le diagramme
commutatif suivant

qlﬂ (Pypt, ffgi)l gli
R ft

k2

Le théoreme @ implique que la suite 0 — V* p—> U? i W% — 0 est scindée pour tout
i € N. Il se suit que p; * est un épimorphisme propre. De fagon semblable, on démontre
le cas pour un monomorphisme propre et une somme amalgamée, ce qui implique que
(€% (mod(Q)), Sk ) est une catégorie exacte.
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Soit X € mod(Q), on définit P?(X) comme le complexe tel que P*(X)? = P}(X)i! =
X, d;i(x) =1y et P¥(X)J = 0 pour tout j ¢ {i,i + 1}. On démontre‘que PY(X) est
Syo-projectif. Soit f*: M* — N° un épimorphisme propre et u’ : P*(X) — N* un
morphisme de complexes. Comme f est propre il existe une suite exact dans Sy, de la
forme

. 5
()—>L'g—>M'—>N'—>O

D’apres la définition de P?(X) le morphisme u " est concentré dans les degrés i et i + 1,

. ) C . g .St ,
ailleurs on a que v/ = 0 et u*™ = d{,u’. Comme les suites 0 — L* — M* — N* — 0
) gi+1 ) i+1 ) ) . )
et 0 — LTt —— M ——— N1 5 ( sont scindées, il existe (i : N* — M? et
VT N M tels que fUS, = 1y et fiTLA = 1500, On définit v* : PY(X) —
M * en posant vJ = 0 pour tout j ¢ {i,i+ 1}, v* = 15u’ et v**1 = 5 w1, On calcule

fi+1d}'wvi — fiJrld}.\/[L}‘\]Ui — d']LszL'ﬁvuz — d?VNUZ — ui+1 — fi+1L§\w;lui+1 — f“lv”l.

Comme f**1 est un épimorphisme, on en déduit que di,v® = v**1 et que v* est mor-
phisme de complexes. Clairement f*v°® = u°, ce qui entraine que P%(X) est Sro-
projectif pour tout i € N et X € mod(Q).

Soit maintenant X * un complexe Sy -projectif, on définit

P(X") =P PiXY)
1eN
, , . (df‘fllei) . .
et 7°: P(X") — X° donné par 7 : X* 1@ X? — — X*. Clairement 7° est un
épimorphisme propre, et comme X ° est Sg-projectif alors 7 est une rétraction et X '
est facteur direct de P(X ). On en conclut que tous les objets &, o-projectifs sont des
complexes isomorphes & des sommes de complexes P?(X). On note qu’avec un argument
similaire, on démontre que la catégorie exacte (€°(mod(Q)), Sig) a assez de projectifs.

De fagon duale, on démontre que le objets &y, -injectifs sont des complexes iso-

morphes & des sommes de complexes I¢(X) ot I*(X)? = (X)) = X déj(lm =1yxet

I*(X)7 =0 pour j ¢ {i,i—1}; et qu’il y en a assez. On déduit que (C"’b(mod(Q)),S[kQ)
est une catégorie de Frobenius.

Soit M € mod(Q) et 0 — P o, P, 2o 0, on pourrait étudier ces deux
objets dans €®(mod(Q)). On définit M, " = (M{,0),cy le complexe ott M = 0 pour tout
i #0et MJ =0; de la méme fagon on pose P,;* = (P, diPM)i € N tel que P{, = 0 pour
tout i ¢ {—1,0}, Pyt = Py, PY, = Py et d}h = p;. En plus, on a un épimorphisme p*
dont le seul morphisme non nul est en degré 0 et égal a p, :

PM. 0 Pl P1 PO O
| - N
My* 0 0 M 0

Comme mentionné a la fin du premier chapitre, on voudrait étre dans un contexte
ou étudier la résolution projectif d’'un k@)-module de type fini soit équivalente a étudier le
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module. La catégorie C(kQ) est un bon endroit pour commencer, mais jusqu’a maintenant
on a seulement un épimorphisme entre la résolutions projectif et le module. On aimerait
"serrer” cette catégorie en éliminant des informations superflues.

Définition 2.4. Soit (€,S) une catégorie de Frobenius et X,Y € €. On définit 7(X,Y)
comme l’ensemble des morphismes f: X — Y tels qu’il existe I € € un objet S-injectif
et u: X =1, v:1 —Y tels que f = vu. Dans ce cas, on dit que f se factorise par un
S-injectif.

Proposition 2.1. On pose J = [ J J(X,Y). Alors J est un idéal de la catégorie C.

X, YeC

Démonstration. D’abord, on démontre que J(X,Y’) est un sous-groupe de Home(X,Y).
Soient f,g € J(X,Y), alorsilexiste u : X - I,v: [ =Y, v : X -1 v : ' =Y
tels que f = vu et g = v’u’. Comme C est exacte, I'objet I @ I’ existe et il est S-injectif.

On définit uv” : X — I @ I” par v’ = (5) et v/ : I®I — Y par v/ = (v,v”). On

a que v’u” =vu+v'u = f+get J(X,Y) est bien un sous-groupe. D’autre part, soit

h € Home(Y, Z), alors hf = h(vu) = (hv)u avec u: X — I et hu: I — Z, ce qui entraine
que hf € J(X,Z). De la méme fagon, on démontre que pour tout h’ € Home(Z, X),
gh’ € J(Z,X). O

D’apres @ et la proposition El! on obtient ’existence de la catégorie quotient par J
appelé la catégorie stable associée a € et notée €. La classe d'un morphisme f dans €
est notée f.

Lemme 2.1. Soient 0 = X — 1 — X' - 0et0— X — I’ = X” — 0 deuz suites
dans 8 tels que I et I’ soient S-injectifs. Alors X = X’ dans C.

Démonstration. Comme ¢ et 1’ sont des monomorphismes propres et I et I’ sont S-injectifs,
il existe f et f’ tels que le diagramme suivant soit commutatif

0 X I X’ 0
|

0 Xx—C sy xr 0
|

0 X———1—"—x 0

Comme C est abélienne, il existe g et ¢’ qui complétent le diagramme (voir @), c’est-a-
dire, on a un diagramme commutatif a lignes exactes

0 X———71—"—x 0
bl

0 X —Y T x 0
b

0 X———1——X 0
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Cela entraine que ¢ = f’ fi, c’est a dire (f'f — 1;)¢ = 0. Comme 7 est le conoyau de ¢ il
existe h: X’ — I tel que f'f —1; = hr. On a
thr =a(f'f=1p) =nf'f—m=g¢'n'f-—m=¢g'gn—7m=(g'9g—1x)7

et comme 7 est épimorphisme on a que mh = g’g—1 y/, c’est-a-dire le morphisme ¢’g—1
se factorise par I et g/ig = 1x/. En tournant les lignes on obtient que 979/ = 1x», ce qui
donne que X’ ~ X” dans C. O

Corollaire 2.1. Soit (C,S) une catégorie de Frobenius, tout objet S-injectif est isomorphe
a zéro dans C.

1
Démonstration. Soient I et I’ des objets S-injectifs, on a deux suites exactes 0 — I -

I50-0et0—>1-T@l =5 I — 0. Dapres le lemme P.1 on a que I’ ~ 0 dans
e. O

Exemple 2.2. Considérons & nouveau la catégorie €°(mod(Q)). On dit qu’un mor-
phisme de complexes f° : X° — Y * est homotope & zéro s’il existe des morphismes
ko X — Yl tels que f¢ = di k' + kPT1dY%. Dans ce cas on écrit f° ~ 0. Si
f —g° ~ 0, on dit que f° est homotope a g° et on écrit f* ~ ¢g°. On démontre que
f7 ~ 0siet seulement si f° se factorise par un 8y o- injectif (on écrit f € 7). Sup-
posons qu’il existe I° complexe S-injectif et morphismes u"X* — I*, v"I° — Y " tels
que v u’ = f*. Soit © € N, d’aprés de la description des complexes Sy - injectifs on,
a Il = HUI9J0 0 = Ji@ K et '™ = K' @ H™ avec di7! = (8 1[‘)11) et

dt = (8 15) On a le diagramme commutatif

. ,
dx dx

Xi—l Xz Xi+1

luil luz luz#l
di—l di

J/vil J/vi J/Ui+l
dit di

Yifl Y@ Yi+1

0 0

On définit 1% : J* @ K* — H*"1 @ J* donné par 1* = (1 0
Ji

) et Li+1 Kz @HiJrl N

0

J*@® K* donné par /**1 = (
i O

). En posant k% = v*~1/iu? et kP = ot ittt

on obtient

d%;lk“—i—k‘”ld& :d?lviflbiui+vibi+lui+ldg{ :,Uidgflbiui_k,uibvﬂrldf_ui

S . o . 1, 0 0 0 ;
i gi—1,1 +191\,,% —_ .2 J? [
=0 dy Nt T d )t = ((0 0)—1—(0 1 ))u

— iyl = fi
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et f° ~ 0. Réciproquement, supposons que f° est homotope & zéro, alors il existe des
morphismes k% : X* — Y1 tel que di1k* 4+ k*T1d% = f*. On définit

. . 0 Ixin
L [ i+1 Xt
IX_<X@X ,(0 0))

qui est un complexe 8y - injectif. On définit les morphismes u* : X* — Iy et v* :
Iy — Y " donnés par u' = (;Z) et 0¥ = (dL 1K KL, Alors
viut = (dg;lki,kwrl) <2§1> _ d%;lkii +ki+1dg{ — fz

ce qui entraine le résultat. La catégorie quotient par 7y, est appelée la catégorie

homotopique et on la note X °(mod(Q)).

Rappelons que d’apres @, pour toute catégorie de Frobenius (C,S), la catégorie C est
additive. En général, on ne sait plus comment calculer des noyaux et conoyaux dans cette
catégorie quotient, ce qui nous empéche déterminer si € est abélienne. Par contre, € a une
autre structure trés utile a étudier.

2.2 Définition des catégories triangulées

Soit D une catégorie additive (voir @) et T un automorphisme de D. Soit X € D,
on note T'(X) pour T appliqué a l'objet X.
Définition 2.5. Un sextuple (X,Y, Z, u,v,w) dans D est donné par des objets X, Y, Z €
D et morphismes u: X - Y, v:Y = Zet w: Z — T(X). On écrit souvent X Sy 5
Z 5 T(X).

Un morphisme de sextuples (X,Y, Z,u,v,w) et (X', Y, Z" u/,v",w") est un triplet
(f,g,h) de morphismes tels que le diagramme suivant commute

X— sy ——7—5T(X)
bl
x -y )

Si f, g et h sont des isomorphismes dans 2, on dit alors que (f, g, h) est un isomorphisme
de sextuples.

Définition 2.6. Un ensemble de sextuples T est appelé une triangulation de D si
les conditions suivantes sont satisfaites. Dans ce cas, on dit que D est une catégorie
triangulée et les sextuples (X,Y,Z,u,v,w) de T sont appelés triangles, on les note
suivant comme



TR1 (i) Toute sextuple isomorphe & un triangle est un triangle

(ii) Pour tout morphisme u : X — Y il existe un triangle (X,Y, Z, u, v, w)
(iii) Le sextuple (X, X,0,1x,0,0) est un triangle.

TR2 Si (X,Y,Z,u,v,w) est un triangle, alors (Y, Z,T(X), v, w,—T(u)) est aussi un
triangle.

TR3 Soient (X,Y, Z,u,v,w) et (X', Y, Z" v v, w') deux triangles et f : X — X',
g:Y — Y’ tels que v’ f = gu, alors il existe un morphisme h : Z — Z’ tel que
(f,g,h) soit un morphisme de sextuples.

TR4 (L’axiome de l'octaedre)

Soient (X,Y,Z" ju,i,i"), (Y, Z, X', v,5,5), (X, Z, Y vu, k, k") des triangles. Alors
il existe des morphismes f: Z" =Y et g: Y’ — X’ tels que
(i) (Z,Y', X, f,g9,T(i)j") soit un triangle,
(ii) (1x,v, f) soit un morphisme entre (X,Y, 2" u,i,i") et (X, Z, Y’ vu, k, k"),
(iii) (u,1,,g) soit un morphisme entre (X, Z,Y” vu, k, k") et (Y, Z, X" v,3,7).
Les propriétés (ii) et (iii) sont équivalents au fait que fi = kv, k' f =1i’, gk = j et
T(uwk' = j'g.

On énonce quelques propriétés fondamentales d’une catégorie triangulé.
Proposition 2.2. Soit D une catégorie triangulée, (X,Y,Z, u,v,w) un triangle et M un
objet dans D, alors
(a) vu =wv =0

(b) Soit (f,g,h) un morphisme de triangles entre (X,Y, Z u,v,w) et (X', Y, Z" v, 0", w’),
st f et g sont isomorphismes, h l’est aussi

Démonstration. Voir [3][1.2, page 6]. O

2.3 Les catégories stables de catégories de Frobenius sont
triangulées

Considérons une catégorie stable € associée a une catégorie de Frobenius (€, §). Pour

w(X) (X)
tout X € € on choisit une suite exacte 0 — X ——— I(X) —— T(X) — 0 dans §

ou I(X) est S-injectif. Supposons en plus que pour tout X € € on a un bijection vy
entre la classe d’isomorphisme de X et la classe d’isomorphisme de 7'(X) dans €. On
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demande vy (X) = T(X). Soit f : X — Y un morphisme dans €, comme pu(X) est un
monomorphisme propre et I(Y') est S-injectif il existe un morphisme I(f): I[(X) — I(Y)
tel que I(f)u(X) = p(Y)f. Comme C est abélienne il existe un unique T'(f) tel que
T(f)n(X) = n(Y)I(f). La classe d’équivalence de T'(f) ne dépend pas du choix de I(f),
soit I’(f) un autre morphisme tel que I’(f)u(X) = u(Y)f et soit T7(f) le morphisme
induit tel que T7(f)m(X) = n(Y)I’(f), on va montrer que T(f) —T’(f) se factorise par
un injectif. Considérons a nouveau la suite exacte

w(X) m(X)
0 —X—I(X) —=T(X) —0.

On sait que le foncteur Home(—, I(Y"))) est exact a gauche, donc on a la suite exacte

—o

0 — Home(T(X), I(y)) — = Home(I(X), I(Y)) — = Home(X, I(Y))

Notons en plus que (I(f)—1'(f))z = yf—yf = 0, pour la propriété universelle du conoyau
de T(X) il existe ¢ : T(X) — I(Y) tel que ¢z = I(f) —I’(f). On a

yoz =y(I(f) = 1I"() = (T(f)) =T'(f)z

Comme — o T est un monomorphisme on obtient que T(f) —T7(f) = y¢, et T(f) =
T’(f) dans €. D’aprés ces remarques, on obtient un automorphisme 7' de la catégorie
stable C.

€ (mod(Q)) tel que pour tout complexe X * = (X?, d%);cy et morphisme f* = (f%),
on a

T(X")! = X" diy oy =—d¥' T(f)" ="
T est un automorphisme de €°(mod(Q)). Comme pour tout complexe Sy -injectif I°
on a que T'(I°) est encore 8, -injectif, alors pour tout f* € J o on a T(f") € Jy -

On obtient que le foncteur induit par 7' sur X°(mod(Q)) est encore un automorphisme
de catégories. En fait, pour tout X ° on a une suite exacte

x*® o
0— X" —IX)—T(X")—0

: i (0 1xin
I(X)—(X’@X”l,(o x ))

avec

SN

Donc T' es un automorphisme de X b(mod(Q)) de la forme abordée ci-dessus.

Soient maintenant X,Y € € et u € Home(X,Y'), on considére le diagramme

x x

0 X I(X) 25 T(X) — 0
0 J/u 2 Cl: — T(X) ——0

Exemple 2.3. Considérons & nouveau €°(mod(Q)), on définit le foncteur T : €®(mod(Q)) —



ou (C,,,v,u) est une somme amalgamée de u et . On définit un sextuple standard comme

I'image d’une suite de la forme X Sy C, = T'(X) dans €. On pose T  I'ensemble
des sextuples dans € qui sont isomorphes & un sextuple standard. On énonce le théoréme
principal de ce chapitre.

Théoreme 2.1. Soit C une catégorie de Frobenius, alors l’ensemble T o est une triangu-
lation de C.

Démonstration. On va vérifier que T satisfait tous les axiomes décrits dans la défini-
tion @ B
TR1 D’apres la définition de T » on a que cet ensemble est fermé par isomorphisme
et pour tout u : X — Y il y existe un triangle (X,Y, Z, u,v,w). D’autre part,
considérons X € €, on a le diagramme

T

X I(X) 25 T(X)

ou I(X),r,1;x) est une somme amalgamé de 1y et z. On a que la sextuple
(X, X,I(X),1x,z,7) est standard. D’apres le corollaire @ on sait que I(X) ~ 0
dans €, donc on a bien que (X, X,0,1x,0,0) € T .

TR3 Considérons les sextuples standards B

X%Y X/%y/

I(X)—-c, I(X) = Cy
TX)—7TX) 7TX')—T7TX)

tels qu’il existe des morphismes f et g qui satisfont v’ f = gu dans €. C’est-a-dire,
il existe un objet I S-injectif et des morphismes o’ : X — I o” : I — Y tels que
gu—u'f=a”a’. Comme x est monomorphisme propre et I(X) est §- injectif il
existe un morphisme 8 : I(X) — I tel que o’ = Sz. On pose a = a” 3, et on a
gu—u'f = azr. On a déja vu que f induit morphismes I(f) : I(X) — I(X’) et
T(f) : T(X) = T(X’) tels que 2’ f = I(f)x et TI(f) = T(f)Z. On obtient des
morphismes v'g: Y — C,, et W I(f) +v a: I[(X) — C, tels que

Wgu=vvf+vVar=u"2"f+vax =0I(f)z+vax=@WI(f)+va)

Grace a la propriété universelle de la somme amalgamée, il existe un morphisme
h:C, — C, tel que hv=1v"get hu =u'I(f)+v a. On a

T(Huwv=T(f)0=0=0g=w"v'g=w"hv

T(flwa=T(f)z =7"1(f) = wa'I(f)

=I(f)v'w +w'va
=w (@I(f)+va)=whu

8|
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Encore par la propriété universelle de C,, on obtient que T'(f)w = w’h et on
a un morphisme de sextuples (f,g,h). Soient maintenant (X,Y,Z,u,v,w) et
(XY, Z" u v, w') deux sextuples dans T et f: X — X' g: YV — Y’
des morphismes tels que v’ f = gu. En appliquant ce qui précéde aux sextuples
standards isomorphes & chaque sextuple on déduit le résultat.

TR2 Comme T est un automorphisme de € il suffit de regarder le cas pour sex-
tuples standards. Soit (X,Y, C,,, u, v, w) un sextuple standard dont le diagramme
commutatif correspondant est

X —2 5 I(X) -5 T(X)
ol
Y C, T(X)

Considérons 0 — Y —» T (Y) =T (Y) — 0 une suite exacte dans § avec
I(Y') un objet S-injectif. Il existe des morphismes I(u) : [(X) — I(Y) et T'(u) :
T(X) = T(Y) tel que I(u)z = yu et T(u)T = yl(u). Par la propieté universelle
de la somme amalgamée il existe un morphisme f: C,, — I(Y) tel que fu = I(u)
et fv = y. Notons que

yfv =7y =0=T(w)wv

yfu=yl(u) =T(u)x =T (u)wu

et du fait que C,, est une somme amalgamée on a que yf = T'(u)w. On obtient le
diagramme commutatif suivant

0 0
\L v \L w
0 Y C. T(X)—0
y (+)
(%)
0 (0, 17(x))
0—I(Y)——> IY)®T (X)—0
@ (yv 7T(U))
T(Y) T(Y)
J J
0 0
Ou les deux premieres lignes sont des suites exactes. Comme € est abélienne,
d’apres on a que le carré
y ————>C,

y (+)
()
IY)—— 1Y) T(X)
est une somme amalgamée. En particulier, on obtient que

(Y, C,I(Y)®T(X),v, (i) (", —T(U)>>
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est un sextuple standard. En plus I(Y') ~ 0 dans €, ce qui entraine que le sextuple
obtenu est isomorphe & (Y,C,,,T(X), v, w,—T'(u)).
TR4 Comme avant, il suffit de regarder le cas pour les sextuples standards. Consi-

dérons les triangles

X—2 5y Yy ——> 7 X—2 5z

8|
S\
<
<.
8|
??;

avec w = vu. Considérons la suite exacte 0 — Z/ — 1(Z’) =, T(Z") — 0 dans

8 avec I(Z’) un objet S-injectif. En prenant la suite exacte 0 — Y N/ /AN
T(X) — 0 on obtient le diagramme commutatif

0 0
i l i \L
0 Y 7z’ T(X)—0
z l
0 Yy 21zl 0
z U

ou (M,h) est le conoyau de zi, | est 'unique morphisme qui fait que les deux
premiéres lignes soient un diagramme commutatif, et I’ est I'unique morphisme
tel que I’h = Z qui se déduit du fait que zzi = 0 et de la propreté universelle de
(M, h). Par le lemme du serpent on obtient la suite exacte

0—0—Kerl—0—T(Z")— Cokerl

qui entraine que [ soit un monomorphisme. Notons que I’li’ = I"hz = zz = 04/,
donc I’l = 0 car i’ est un épimorphisme. On en déduit le diagramme commutatif

z z

0 7 (7 T(Z') —> 0
i h U s’ 3 s
l |
0 — T(X) M—— 0

ot (M’,t) est le conoyau de [ et s” est 'unique morphisme tel que [ = s’t. On a
que sl’h = sz = th, comme h est un épimorphisme on a que sl = t. On a aussi
que s'sz = s'th = I'h = Z et ss't = sl’ =t avec Z es t épimorphismes, on en
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déduit que ss” = 1,1 es "5 = 1 2. On en obtient que (T(Z"),1’) est le conoyau
de I.

On prend la suite 0 = Y —5 I(Z') 25 M — 0 & la place de 0 — Y — I(Y)
T(Y) — 0, car d’apres le lemme les triangles standard correspondants sont
isomorphes dans €. En changent la notation, on suppose que I(Y) = I(Z), y = zi
et ¥ = h. Comme yu = ziu = zuz et hzu = li’u = Iz, on pose zu = I(u), T'(u) =1
et T(u)T = yl(u) = hzu = yzu. Observons que zi = yl, = I(i)y, donc on
écrit I(i) pour 1, et on a un morphisme induit 7'(¢) : T(Y) — T(Z’) tel que
z=13)z="T(i)y.

Comme wz = kw = kvu et Z’ est une somme amalgamée de u et z, il existe
f:2Z" =Y’ tel que w = fu et kv= fi. On a aussi que jw = jou = Vyu = Vziu =
vzux, alors il existe un morphisme g: Y’ — X’ tel que gw = v2u et gk = j, grace
a la propriété universelle de Y. En plus, on a que ¢gfi = gkv = ju = vy = vzi
et gfu = gw = vzu. Donc par la propriété universelle de Z’ on a gf = vz. On
obtient le diagramme commutatif

X Y A
T i k
I f
1(X) 7/ Yy’
T z g
T(X) 1z —"= x'
T(u) 7 (i)’
T(4)

T(Y) —5 T(Z")

avec fu =w, zi =y, gk = j et fi = kv par construction de f et g. On démontre
maintenant que k’f = i’. En effet, k' fi = k'kv = 0 = /i et k' fu = kK'w =
Z = i/u et comme Z’ est une somme amalgamée, on obtient k' f = i’. D’autre
part, T(w)k'k = 0 = j/j = j/gk et 7 gw = j'vzu = yzu = T(u)T = T(u)k’w, en
utilisant la propriété universelle de Y. On démontre que (X', g,) est une somme
amalgamée de f et z. D’abord, on note que (Y, f, k) est une somme amalgamée
de 7 et v. Supposons maintenant qu’il existe (@, q;,q5) tel que ¢, f = g5z, alors
on a que gy = q52i = ¢y fi = q;kv, comme X’ est une somme amalgamée de v
et y, il existe 7 : X’ — Q tel que rj = rgk = qk et 70 = 5. On a aussi que
q1f = qoz = fvz = rgf, d’aprés la propriété universelle de Y/ en étant somme
amalgamée de ¢ et v on obtient que rg = ¢;. L’unicité de r est donné aussi pour
la propriété universelle de X”.

D’autre part, comme z est monomorphisme, g I'est aussi. On a que T'(i)j’ gk =
T(i)j’j = 0 et comme k est monomorphisme, on obtient 7'(i)j’g = 0. En prenant
le méme argument utilisé pour démontrer que T'(Z’) ~ M’ on arrive au fait que
Coker g ~ T(Z"), on conclut que le diagramme
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Nl
S
—~
<
=
<
X

T(Z) — T(Z')

est commutatif avec des colonnes exactes et (X', g,7) somme amalgamée de f et z, c’est-a-
dire, (Z’,Y’, X’ f,g,T(i)j") est un sextuple standard. Ceci conclut la démonstration. [

Exemple 2.4. D’apres le théoreme El! on sait que la catégorie K °(mod(Q)) est trian-
gulé, décrivons les sextuples standard. Soient X *, ¥ * des complexes dans €°(mod(Q))
et v X* — Y un morphisme de complexes. On a le diagramme commutatif & colonnes
exactes

N
EO

ou I(X*), T(X"), z* et T  ont été définis dans Iexemple @ et C," = (T(X") @

Y, dg «)sen avee
T 5 R S e
dCu°_<fi+1 d;/) u _<ui 0
= (8) wago
1y

u
D’apres le théoreme @ (C, ", v",u") est une somme amalgamée de u" et z°. Le com-

plexe C,, * est appelé le cone de u” et (X, Y ", C,, ", u,v",w") est un triangle standard
dans €°(mod(Q)).

Définition 2.7. Soit D une catégorie triangulé et B une catégorie abélienne. Un foncteur
additif H : 2 — B est un foncteur cohomologique si pour tout triangle (X, Y, Z, u, v, w),
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la suite

. H(T*(u)) . H(T*(v)) . H(T*(w)) .
o= H(TY (X)) —— H(T*(Y)) — — H(TY(Z)) ———— H(T*"Y(X)) — -

est exacte.

Si H est contravariant, on dit qu’il est un foncteur cohomologique si la suite

= H(T*H(X)) M H(T%(Z)) —H<Ti<vl> H(T*(Y)) M H(T* (X)) — -

est exacte.

Exemple 2.5 (Cohomologie d’un complexe). Soit X * = (X%, d%),,, un complexe
borné, on définit la cohomologie en degré i de X * comme le k@Q-module

HY(X') =Kerd%/Imdi*!

Soit f : X° — Y * un morphisme de complexes, alors f induit un morphisme entre
HY(X') et HY(Y"). En effet, si z € Kerd, alors d%(f*(z)) = fi™1(d%(z)) = 0 et
fi(z) € Kerdi. En plus, si € Imdi ! il existe 2/ € X* 71 tel que di¢*(2”) =  ce qui
implique que f*(z) = fi(dic*(2”)) = ds 1 (f 1 (")) et f4(z) € Imdi 1. On obtient un
morphisme

H'(f): H(X") — H'(Y")
donné par fi(Z) = fi(x) pour tout 7 € H (X ") = Kerd’ /Imdi?t.

Soit ¢* : X* — Y un morphisme de complexes tel que f° ~ g°. Alors il existe
k' X = Y tels que f*— g% = k' d% + di Mk On a que

H'(f —g)(@) = (f* — g*)(x) = (k" 1dY + d§ k) ()
= k(Y () + dy (B () = d3 (R (2)) = 0

pour tout T € H*(X *). Cest-a-dire, si f* ~ g°,ona H*(f*) = H%(g"). On en obtient un
foncteur H® : X°(mod(Q)) — mod(Q) qui est en plus additif. On affirme que H? est un
foncteur cohomologique et on le démontre pour les triangles standards. Considérons a

nouveau le morphisme f * et le triangle standard (X', Y500 f (12) , (1T<X.),O)>

défini dans I'exemple @ D’abord, on démontre que la suite

(0
" (IY') , Hi(1gx+,0)
- H'(C}") ———— H'(T(X")

est exacte. Soit (z,y)? € Ker dgf. tel que = € Im(—d%), alors il existe 2’ € X* tel que

—d% (') =2.0n a

. . . _ i+l i /

= (0,di(y — fi(2)))" = (0,0)*
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ce qui implique que y — f*(z”) € Kerdi,. D’autre part, on a que
di—lft__dg{o x/__di/i/t_ t R AOWANY

c @ 0) =1 & i = (=dx (2"), f*(2"))" = (z,9)" — (0,y — f*(z"))

f f a3 0

R < q. - . 0 ) ‘ . 0

Cest-a-dire (,y)* = (0,y — f(x))* = H* | * | (y=f*(2)), et (z,y)" € Im [ H" | | :
Y* Y*

D’autre part comme H? est un foncteur, on a que

Hi<1T<X.),0)Hi( 0 ) =H* ((1T(X.>,0)< 0 )) = 0.

1y 1y

On en déduit que Ker (Hi<1T(X')7 0)) =Im <Hz (10 ))
v

On calcule maintenant le noyau de H* (10 ) Soit y € Ker d% tel que (0,y)t =0,
v

il existe (z7,y’)t tel que

0 = (75 g ) () = st £ + a0y

on en obtient que y = fi(a’) + di-(y’) = f*(2") avec 2’ € Kerd’. On a alors que la
suite

(0
. Hi(f) " (1Y') . H'(1g(x+,0)
o= H(X') —— H"(Y") — - H'(C}") ——— H'(T(X") — -

est exacte et H® est cohomologique.

Proposition 2.3. Soit D une catégorie triangulé et M € D, alors les foncteurs Hom g, (—, M)
et Hom, (M, —) sont cohomologiques.

Démonstration. Voir [3][1.2, page 6]. O

Lemme 2.2. Soit v : X — Y un morphisme dans € et 0 - X — I[(X) - T(X) — 0,
0 - X = I'(X) - T/(X) — 0 deuz suites dans S avec I(X) et I'(X) des objets
S-injectifs. Considérons les sextuples standards correspondants

X —24—vy X——Y
I(X)—2> 7z I'(X)—2> gz
T(X) —T(X) T/(X)— T'(X)



Alors (X,Y, Z,u,v,w) et (X,Y, 2 u,v’,w’) sont des triangles isomorphes dans C.

Démonstration. D’apres la preuve du lemme @ il existe des morphismes f et g tels que
g soit un isomorphisme dans € et tel que le diagramme suivant soit commutatif

0— X —— I(X)

bl

8
S

«—
IS
«—
=
£
'ﬂ
e
«—
=
£
‘kh
«—
'}
£
s}

N 0N\

r X—Y
I(X) *;'afc*>\‘/ v’
J\S 7/3 O:\‘J
| I'(X)—— 7
T(X) _® T(VX) w’
N N
T'(X) —— T'(X)

T(u)g s
T() T(u)
AN
(YY)

Comme (TR4) ne s’utilise pas dans la preuve du lemme @, on en déduit que pour tout
objet A dans € le diagramme

T(u)g

Homg (A, X) = Homg(A,Y) N Homg ( = Homp(A,T(X)) —— Home(A,T(Y))
Home (A, X) —5 Homg(A, Y) > Homg(A, 2')" Home(A, T’ (X)) ——— Homg(A, T(Y))



est commutatif. D’apres le lemme des cinqg on obtient que le morphisme a o — est un
isomorphisme entre Home (A, Z) et Home (A, Z”) pour tout objet A. Le lemme de Yoneda
implique que « est un isomorphisme et les deux triangles sont isomorphes dans C. O
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Chapitre 3
Catégories Dérivées

P P
Considérons un module M € mod(Q) avec sa résolution projective 0 — P; = P, =

M — 0, et les complexes My et P,," définis dans la section E On a que HY(M,") =
H¥(Py;*) =0 pour tout i = 0 et M = HO(M,") = HO(P,;") = Py/Imp, = P,/ Kerp,.
En fait, soit p*: My " — Py, " le morphisme de complexes induit par py, on a que H(p"*)
est un isomorphisme entre M et P,/ Ker p,. Réciproquement, si on avait un morphisme de
complexes ¢° : Q° — M, " tel que Q! soit un module projectif pour tout i et H%(q") soit

dg? dgt 0
. . . 5 %@ %q q
un isomorphisme, alors on obtient que - — Q@72 ——= Q! ——= Q% — M — 0 est une

résolution projective de M. Si dans & (mod(Q)) on avait que pour tout morphisme f* tel
que H*(f") soit isomorphisme de modules pour tout i € N, alors f* est un isomorphisme
de complexes; on aurait que M," = P,,". Il faut alors construit une catégorie ou cette
propriété soit vraie, pour cela on va introduire le concept de catégorie localisée.

3.1 Localisation de catégories

Définition 3.1. Soit € une catégorie. Un systéme multiplicatif dans € est une famille
Y. de morphismes qui vérifie les propriétés suivantes :

FR1 Sif: X —Y,g:Y — Z sont des morphismes dans ¥, alors gf € 3. Pour tout
objet X € Conal, €.

FR2 Soient X, Y, Z €Cet f: X Y et s: Z — Y morphismes tels que s € 3. 1l
existe g : W — Z et t : W — X des morphismes tels que t € ¥ et sg = ft. De
fagon duale, si f: Y — X et s: Y — Z sont des morphismes avec s € 3, il existe
g:Z—>Wett: X > WavecteXettf=gs.

FR3 Pour tout morphismes f: X — Y, g: X — Y, on a I’équivalence

(a) Tl existe s : Y — Y’ dans ¥ tel que sf = sg.
(b) Tl existe t : X’ — X dans ¥ tel que ft = gt.
Supposons en plus que € est une catégorie triangulée. On dit que qu'un systeme multipli-
catif ¥ de € est compatible avec la triangulation s’il satisfait en plus
FR4 s € ¥ si et seulement si T'(s) € X.
FR5 Soient (X,Y, Z,u,v,w) et (X', Y, Z" v/ ,v",w") deux triangles et f: X — X',
g :Y — Y’ morphismes dans ¥ tels que v’ f = gu. Alors il existe un morphisme
h:Z — Z' dans X tel que (f, g, h) soit un morphisme de triangles.
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Exemple 3.1. Considérons la catégorie X °(mod(Q)). On dit qu’un morphisme de com-
plexes f* est un quasi-isomorphisme si H*(f") est un isomorphisme pour tout i. On dé-
finit ¥, 5, comme I'ensemble de tous les quasi-isomorphismes dans X ®(mod(Q)). Notons
que cet ensemble est bien défini, si f° ~ g° et f° est un quasi-isomorphisme, comme
H(f) = H(g"), g° lest aussi. On démontre que ¥y est un systeme multiplicatif
compatible avec la triangulation de &®(mod(Q)).

FR1 Cela suit du fait que H? est un foncteur.

FRA4 Soit f° un morphisme de complexes, comme T'(f") consiste juste a décaler
de degré les morphismes f?, on a clairement que f* est un quasi-isomorphisme
si et seulement si T'(f ") Pest.

FR5 Soient (X V", Z° u',v",w") et (X' °, Y, Z" w0 w' ") deux triangles
et f1: X" = X"",¢g": Y =Y’ deux morphismes dans ¥y, tels que v’ " f* =
g u’. Alors il existe h*" tel que (f°,¢g",h") est un morphisme de triangles. On
sait en plus que H® est un foncteur cohomologique pour tout i, on obtient le
diagramme commutatif & lignes exactes suivant

oo Hiw) o HY(v) . HY(w") . H(T(u")
H{(X") ——— H{(Y") ——— H'(Z") —> H{(T(X ")) —————— HY(T(Y"))
H'(f") H'(g") H*'(h") HY(T(f"))
Hi(u'") Hi(v'") ) Hi(w'") . HYT

Hix ) gy 8 gz B e ) S5 gy

D’apres le lemme des cing, on déduit que h° est un quasi-isomorphisme.
FR2 Soit f*: Z® — X" et s': X’* — X' morphismes tels que s° soit un quasi-
isomorphisme. D’apres TR1 et TR2 on sait qu'’il existe des triangles (X, Y ", T(Z"),u",v", T(f"))
et (X', u"s",v" ", g"). Comme 1y-. est un quasi-isomorphisme, d’aprés FR5
il existe un quasi-isomorphisme t* : Z’* — T(Z") tel que (s°,1y.),t" soit un
morphisme de triangles. On obtient le diagramme commutatif

7/ == T(X")

¢ T(s")

o T) .
T(Z') — T(X")
d’oti, en utilisant FR4, on obtient que T 1(¢") est un quasi-isomorphisme et
s"TY(g") = f*T1(t"). De facon semblable, on démontre 1’énoncé dual.
FR3 Soit h*: X* — Y un morphisme de complexes. On démontre que les énoncés
suivantes sont équivalents :

(a) Tl existe un quasi-isomorphisme s*:Y " — Y’ " tel que s*h* = 0.

(b) Il existe un quasi-isomorphisme ¢°: X’ — X * tel que h't* = 0.

Supposons que (a) est satisfait. En utilisant TR1 et TR2, on peut construire
@pon a une suite

un triangle (Z°,Y "Y' 2" s, y") et d’apres la proposition
exacte
— Hom gt (1noq gy (X Z %) ——— Hom g (X*,Y") 2== Hom 4 (X' Y"") =

mod(Q)) (mod(Q))
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Le fait que s*h" = 0 implique que h° € Ker(s"o—). Donc il existe z* : X* —
Z" tel que z° 2" = h°. On construit un triangle (X', X, Z°t*, 2", m") et &
nouveau par la proposition @, on a une suite exacte

On en déduit que h* € Im(—o2") = Ker(—ot") et h*t* = 0. Pour conclure, on
regarde les suites longues de cohomologie de chaque triangle. Pour tout ¢ on a
les suites exactes

Hi(z®) H(s®)

> HY(Z®) ———= H (Y ") ——— HY(Y'") — -
L HATTmt) o CH) o HEY
—H(T 12" Hi(X'") 5 HY(X") —— 5 HI(Z") —

Comme s° est un quasi-isomorphisme on a que H*(Z*) = 0 = HY(T-1(Z"))
pour tout ¢. D’aprés la deuxieéme suite exacte on déduit que t° est quasi-
isomorphisme. La preuve de I'autre implication est duale a celle-ci.

On énonce maintenant le théoreme qui nous permettra rendre équivalents un module et
sa résolution projective.

Théoréme 3.1. Soit C une catégorie et 3 un systeme multiplicatif. Il existe une catégorie
Cs; et un foncteur Ps, : C — Cxy qui vérifient les propriétés suivantes :
(i) Sis € X, alors Ps;(s) est un isomorphisme dans Cs;.

(i) Si F : C — D est un foncteur tel que F(s) est isomorphisme pour tout s € X, alors
il existe un unique foncteur G : Cx;, — D tel que F' = G Px;.

La catégorie Cy, est appelée la catégorie localisée. On va démontrer ce théoreme au
long de cette section. On commence par la définition de Cs.. Soient X,Y deux objets in
C, on définit Mo(X,Y) comme l'ensemble de diagrammes (Z, s, f) de la forme

VRN

X Y

avec s € 2. Si (Z,s,f) et (27,5, f") sont des diagrammes dans Me(X,Y), on dit que
(Z,s,f) ~s (27,8, f) ¢l existe un diagramme (W,t,g) € Me(X,Y) et morphismes
p:W = Z,p" : W — Z’ tels que le diagramme suivant soit commutatif

. . —oz* . . -° . .



Lemme 3.1. Soit C une catégorie et ¥ un systeme multiplicatif. La relation ~x, est une
relation d’équivalence dans 'ensemble Mo(X,Y) pour tout objet X,Y € C.

Démonstration. Voir [2][Chapitre I, Lemme 1.5]. O

On aimerait définir une opération de composition dans ’ensemble Mo(X,Y)/ ~5;. Soient «
et B des éléments de Mp(X,Y)/ ~x et Mp(Y,Z)/ ~x représentés par (U, s, f) et (V,t,9)
respectivement. D’apres 'axiome FR2, il existe un objet W, r € ¥ et un morphisme h tels
que le diagramme

U v
X Y Z

soit commutatif. On a que (W, sr, gh) € Mo(X, Z) grace a 'axiome FR1. Soit maintenant
(U’,s’, f') un autre représentant de «, il existent W', ’ € ¥ et un morphisme h’ :
W’ — V tels qu’on a un diagramme commutatif comme celui-dessus avec (W', s’r’, gh’) €
Mo(X,Y). Comme (U, s, f) ~x (U’,s’, f’), on a l'existence du diagramme commutatif

w
// \
r// \\
// \
Ve \
g \
U “h
A \
S | f \\
u \
\
" | y ¢ g
Xe-n- T3 > Y 14 Z
! N
, | /
| /
S/ u \J/ f/ //
/
U/ // h/
., )
~T y
S ,
N /
~ /
w’

Grace & FR2, il existe des objets R et R’ avec des morphismes p: R — T, q: R — W,
p R —Tetq : R — W’ tels que p,p’ € ¥, rq = up et v'¢’ = u'p’. On peut aussi

P P
compléter R — T <— R’ en un diagramme commutatif
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avec k € ¥. On a que th'¢'k = f'v'¢'k’ = f'u'p'k’ = f'u'pk = fupk = frqk = thqk,
donc d’aprés FR3 il existe w : P — @ tel que h/q’k’w = hgkw. On en déduit le diagramme
commutatif

w
0
|
gh
/ | qkw
|
|
rpkw ‘ gh/q' k' w
X<<-—----------P------ - > 7
l
o
¢ k'w
s'r | gh’
N
w’

D’ou (W’ 8’1", gh’) ~s (W, sr, gh). De fagon similaire, on peut démontrer que la compo-
sition ne dépend pas du représentent de 5. On définit alors la composition Sa comme la
classe d’équivalence de (W, sr, gh) dans Me(X,Z)/ ~s;.

On vérifie maintenait que cette opération est associative. Soient aw € Mp(X,Y)/ ~5,
BEMp(Y,Z)] ~5 ety € Mp(Z, W)/ ~s représentés par (U, s, f), (U, t,g) et (U”,r, h)
respectivement. Soit (V,st’, gf’) et (V/,tr’, hg’) des représentants de Sa et 3 respecti-
vement, construits comme avant. D’aprés FR2 on obtient le carré commutatif

avec a € ¥. On a que t'a € ¥ et on peut remplacer U par T, t’ par t'a et f’ par fa.
On obtient ainsi un morphisme v : V. — V” tel que r’v = f’. On considére maintenant

des diagrammes V ERL U U RSV avec p,p’ € 3 tels que gf'p = i,
tr'i’ = fp’ et (R, st'r’, hi), (R’,sp’, hg’i’) représentent les compositions v(Ba) et (v8)a
respectivement. On en déduit que ft'p = tf'p = tr’vp, avec t'p € . Considérons le
diagramme commutatif
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/\/\/\

On en obtient que (R, st’p, hg’vp) est un représentant de (y3)a. D’autre part, r(g’vp) =
gr'vp = (gf")p, donc

(R, sp’,hg’i’) ~5 (R, st'p,hg’vp) ~5 (R, st’r’, hi)

ce qu'implique que y(Sa) = (vB)a. On peut vérifier facilement que la classe d’équivalence
de (X, 1x,1x) est I’élément unité pour la composition ainsi définie.

Définition 3.2. Soit € une catégorie et ¥ un systeme multiplicatif. On pose Cs. comme
la catégorie dont les objets sont ceux de € et Home (X,Y) = Me(X,Y)/ ~5 avec la
composition définie ci-dessus.

Démonstration du théoréme @ Considérons Cy, définie comme dans . On définit le
foncteur Py, : € — Cy, en étant 'identité sur les objets et pour tout morphisme f: X — Y.
On a que Px;(f) est la classe du diagramme (X, 1y, f). Clairement, on a que Ps, (1) est
lidentité de X dans Cy, et Ps;(f)Ps(g) = Ps(fg). Soit s : X — Y un morphisme dans ¥
et a € Home (X,Y) représenté par le diagramme (X, s,1x). Alors aPy(s) est représenté
par (X,1x,1x) et il existe h : Z — X dans ¥ tel que (Z, sh, sh) soit le représentant de
Ps(s)a. Finalement, on voit que (Z, sh, sh) ~s (Y, 1y, 1) et a = Ps(s)!

Soit maintenant F' : € — 2D un foncteur tel que F(s) est isomorphisme pour tout
s € ¥. On définit un foncteur G : s, — D tel que G(X) = F(X) pour tout objet X € C,
et pour tout a € Home_(X,Y’) représenté par le diagramme (U, s, a), G(a) = F(a)F(s)™t.
Notons que F(s)~1 existe car s € . Soit (U’,s”,a’) une autre représentant de «, alors il
existe un diagramme commutatif

avecr € 3. On en obtient que F(a)F(s) ' F(z) = F(a)F(u) = F(a')F(u') = F(a')F(s") 1 F(z),
et comme F'(z) est inversible dans D, on a F(a)F(s)™! = F(a’)F(s’)~1. Cet raisonnement
nous donne aussi que o = Py (a)Px(s)—1. D’autre part, si 8 € Home (Y, Z) est repré-
senté par (V,t,b) et (W,sr,bc) est le représentant correspondant a fa tel que ar = tc;
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G(Ba) = F(be)F(sr)~ = F(b)(F(c)F(r) 1) F(s)~ = F(O)(F(t)"'F(a))F(s)~" = G(B)G(a)

Finalement, pour tout morphisme f: X — Y, G(Ps(f)) = F(f)F(1x) ! = F(f). Suppo-
sons qu'il existe un autre foncteur G’ : €y, — D tel que G’ Py, = F. Comme Ps; est contant
sur les objets, on obtient que pour tout X € €, G/(X) = G/(Ps(X)) = F(X) = G(X).
Soit o un morphisme de €y, comme avant, on a

@' (@) = G/ (Py(a) Ps(s)—1) = F(a)F(s)"* = G(a)

ce qui nous donne 'unicité du foncteur G. 0

Dans 'exemple @, on a vu que X °(mod(Q)) est une catégorie équipée d’un systéme
multiplicatif ¥, 5. On définit la catégorie dérivée (bornée) de k@ comme la catégorie
K (mod(Q)) localisée par I'ensemble des quasi-isomorphismes. On la note 2°(mod(Q)),
et dedans on a que pour tout kQ-module M de type fini M, " = P,,". C’est-a-dire, étudier
un module M est équivalent a étudier sa résolution projective. Par contre, le théoréeme
nous donne une fagon assez technique de construire D°(mod(Q)), essentiellement on a
construit une catégorie ou on force les quasi-isomorphismes a étre inversibles. En général,
on aimerait mieux connaitre la structure de Cs; quand € est une catégorie k-linéaire
(voir @) et triangulée, comme l'est X °(mod(Q)).

Théoreme 3.2. Soit C une catégorie et > un systeme multiplicatif dans C. Supposons
en plus que pour tout s € ¥ et u morphisme, su € 3 implique u € X. Alors la catégorie
localisé C, est k-linaire.

Démonstration. On va construire la somme de deux morphismes a et 3 dans Home (X, Y),
pour voir qu’elle est bien définie on suggere au lecteur de se référer a [2][Lemme 1.8]. Consi-
dérons les représentants (U, s,a) et (V,t,b) de o et 5. Grace a FR2, on a le diagramme
commutatif

avec u € Y. Comme su = tv et su € 3, d’apres I’hypothese on obtient que v € X aussi.
On pose « + f comme la classe de (5, su,bv + au) et ka comme la classe de (U, ks, ka)
pour tout k € k. Clairement, on a que k(a+ ) = ka + k8 pour tout k # 0, car su = tv si
et seulement (ks)u = k(su) = k(tv) = (kt)v. Pour le cas k = 0 il suffit de remarquer que
P’élément neutre est la classe de (X, 1,0).

Regardons que cette opération est compatible avec la composition de morphismes.
Considérons v un morphisme dans Home (Y, W) représenté par (T, r, c), les compositions
~va et vf correspondent aux diagrammes



s N s
’ N Y N

SN NN

tels que (R, su,cp) et (R’,tv,cp’) soient les représentants respectifs. Soit R Salw
des morphismes dans ¥ tels que suh = tvh’, comme avant, on a que (A, suh,cph +cp’h’)
est un représentant de la classe de ya+~f3. Par contre, on a aussi que (A, suh, auh+bvh’)
est un représentant de o + 3. En plus auh + bvh’ = rph + rp’h’ = r(ph + p’h’), d’ott on
déduit le diagramme commutatif

A

- ~

g7 S ph+p'h

z’/ \\s
A T
% % bvh/ \
X Y 7

Donc (A, suh,c(ph + p’h’)) est aussi un représentant de (o + ). En plus, pour tous
morphismes u,v on a Ps(u+ v) = Ps;(u) + Ps(v).

Finalement, pour tous objets X, Y € €, on a le diagramme

TX Ty
X%X@YL@Y
X Y

tel que mxtx = lx, Tyty = 1y et txTx + tyTy = lxgy. En appliquant Py a ce
diagramme on voit que X @Y reste la somme (produit) de X et Y dans Cy,. O

Lemme 3.2. Soit u € Home(X,Y) et v/ € Home(X’,Y’) ou € est une catégorie k-
linaire. Soit € Home (X, X") et f € Home_(Y,Y”) tels que BPs(u) = Ps(u")a. Alors
il existe des représentants (R, s,a) de «, (S,t,b) de B et un morphisme m : R — S tel que
le diagramme suivant commute :

X—Y




Démonstration. Voir [2][Corollaire 1.21]. O

Théoréme 3.3. Soit € une catégorie additive triangulée et 3 un systéme multiplicatif
dans € compatible avec la triangulation de C. Alors la catégorie localisée Cy, est munie
d’une triangulation.

Démonstration. D’apres FR4, le systéeme multiplicatif ¥ est stable par le foncteur T,
donc Ps;T : € — Cy; est un foncteur tel que Px;T'(s) est inversible pour tout s € ¥. Alors
il existe T, : Cx, — Cx, tel que Py, T = Tk, Ps,. En remplagant T par 7! on obtient un
morphisme T! qui est I'inverse de Tk;. Soit T I’ensemble de triangles de €. On pose T 5; la
famille des triangles (X,Y, Z, o, 3,7) dans Cy, isomorphes a I'image par Py, d’un triangle
dans €. Vérifions que T 5, satisfait les axiomes de la définition P.6|.

TR1 Les propriétés (i) et (iii) se suivent automatiquement de la définition de T 5;. Soit
maintenant o € Homg_(X,Y’) représenté par (Z,s,a), alors o = Ps,(a)Ps(s) "
Comme € est triangulée, il existe un triangle (Z,Y, W, a,b,c), on obtient le dia-
gramme commutatif dans Cy,

o Ps, (b T, Ps,(s)Ps(c
¥ v 5 (b) W 5 Ps(s)Ps(c) Ty (X)
Ps(s) Ts(Ps(s))
Ps(a Ps (b Ps(c
7 s (a) v 51 (b) W s (c) Ty (X)

Comme Ps(s) et Tx(Ps(s)) sont des isomorphismes dans Cy, on obtient que
(X,Y, W,
a, Ps;(b), Ts: Ps:(s)Ps;(c)) est dans T s,.

TR2 Cette propriété suit automatiquement de celle de la triangulation de € et de la
définition de T ;.

TR3 Soient (X,Y, Z,a,8,7) et (X', Y, Z’,a’,3",7") des triangles dans T s;. Il existe
des triangles (A, B, C,u,v,w) et (A", B’,C’,u’,v",w") de € tels que les diagrammes

de Cx,
x— sy g D nx)
3 n ¢ Ts(8)
BT B L Pew)
x g Y Ts(X)
¢ " ¢ Ty (&)
PR CIRRAR - CON PE(w/>TE(A’)

soient commutatifs et (£,1,¢), (¢/,n",¢") soient des isomorphismes de sextuples.
Supposons qu'il existe ¢ : X — X' et ¥ : Y — Y’ tels que Ya = o’¢, alors
on a que n'n 1 Ps(u) = Ps(u )¢/ ¢&~1. D’apres le lemme on peut trouver
un représentant (R,s,a) de £'¢&~1, un représentant (S,t,b) de n’yn~1, et un
morphisme m € Home(R, S), tels que le diagramme suivant de € soit commutatif
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A B C Ty (A')
s t T(s)
R—> 5§ T(R)
a b T(a)
A g s o s Ty (A

D’apres les axiomes T'R1 et TR3 de la triangulation de € il existe une triangle
(R,S,M,m,n,p) et des morphismes 7 : M — C, ¢ : M — C’ tels que (s,t,7) et
(a, b, ¢) soient des morphismes de sextuples de €. En plus, comme ¥ est compatible
avec la triangulation de €, FR5 implique que r € X. Soit p € Home_(C, C’) re-
présenté par (M, r,c). Alors le morphisme 6 = ¢’ p¢ fait de (¢, 1, 6) un morphisme
de sextuples.

TRA4 La démonstration de cet axiome est similaire & celle de TR3. Il faut utiliser le
lemme B.2.

O

On en obtient que D°(mod(Q)) est une catégorie additive et triangulée, oi il est
équivalant étudier un module et sa résolution projective.

3.2 Description de 2°(mod(Q))

On note proj(Q) la catégorie de k@Q-modules projectifs a droite de type fini, avec
Hom,,, o50) (P, Q) = Hom,,, 4.\ (P, Q) pour tout P,Q € proj(Q). On a que proj(Q) est
une sous-catégorie pleine de mod(@Q), et dans le cas ot ) est un carquois fini sans cycles
orientés, proj(Q) est stable par extensions. Le théoréeme implique que le noyau d’un
morphisme f: P — @ dans proj(Q) reste dans cette catégorie car Ker f C P.

On peut aussi considérer la catégorie de complexes bornés de modules projectifs
C°(proj(Q)) et la catégorie X °(proj(Q)). Comme

Homer o5 (P Q) = Homer (moa @) (P Q7)

pour tous complexes P*,Q ", on a que X °(proj(Q)) est une sous-catégorie de X °(mod(Q)).
Notons que l'automorphisme 7' défini dans ’exemple reste un automorphisme de
K (proj(Q)) et pour tout f* : P* — Q° morphisme dans (‘,’b(proj(Q)), on a que Cp°
est encore un complexe de modules projectifs. On en obtient que X °(proj(Q)) est une
catégorie triangulée.

On note D°(proj(Q)) la catégorie localisée de K °(proj(Q)) par les quasi- isomor-
phismes de complexes de modules projectifs. Le foncteur inclusion I : X °(proj(Q)) —
%°(mod(Q)) induit un morphisme Py1 : X (proj(Q)) — D°(mod(Q)) tel que pour tout
quasi-isomorphisme s° on a que PyI(s") est isomorphisme. Soit P27 : K (proj(Q)) —
Db (proj(Q)) le morphisme de localisation de X b(proj(Q)), d’apres le théorémehjil existe

I, : D (proj(Q)) — D®(mod(Q)) tel que I PE"™7 = PgI.

39



Dans cette section on va démontrer que X °(proj(Q)) = D°(proj(Q)) et que I, PE"
est une équivalence de catégories.

Proposition 3.1. Soit Y un complexe borné tel que H*(Y ") = 0 pour tout k € N. Si
X" e C(proj(Q)), alors Hom st 1, 04(0)) (XY 7) = 0.

Démonstration. Comme Y * est borné on peut supposer que Y* = 0 pour tout i > 0. On
doit trouver des k* : X* — Y ! tels que di¥ 1k + k*T1dy = f* pour tout i € N et
fre Hom@b<mod(Q>)(X°,Y'). Fixons f*: X ' — Y, clairement k% = 0 pour tout i > 1.
On suppose qu’il existe p < 1 tel que k9 est déja construit pour tout g > p et qui satisfait
la propriété souhaitée.

On va définir kP~1. Soit = € XP~1, alors
At (P (a) — kPd% (@) = b P () — (dB kP (@)
=dy P (a) — (fP — kPdY) dY t(2)
=d¥ P a) — fPdY N (z) =0

Donc fP~1(z) — kPd% '(x) est dans le noyau de d% . Comme HP~1(Y ") = 0 il existe
y € YP~2 tel que d¥ 2 (y) = P~ (z)—kPd% ' (). S'il existe y’ € YP2 tel que d& > (y’) =
fP (@) —kPd% () alors y—y’ € Kerd? %, On définit k : XP~! — YP~2/Ker d? ? donné
par k(z) =7, qui est bien défini et satisfait d2 2k + kPd% ' = fP~1. Soit 7 la projection
canonique de YP~2 sur YP~2/Ker dgfz, comme XP~! est un module projectif, il existe
kP=1: XP~1 5 YP=2 tel que mkP~1 = k, et ce morphisme satisfait d 2kP~1 + kPd% ' =
fPr

O

Lemme 3.3. Soit u”: X' — Y " un quasi-isomorphisme de complezes dans C°(proj(Q)).
Alors il existe v*: Y " — X tel que u" v ~ 1y« et v u" ~ 1x. dans C°(proj(Q)).

Démonstration. Comme HF est un foncteur cohomologique pour tout k € Z et u* est un
quasi-isomorphisme, on a que H*(C,, *) = 0 pour tout k. Considérons le triangle standard
dans X°(mod(Q))
0 ’LL. 0 LY. 0 WT(X). 0
X' —Y -0 —— T(X7)
définie dans ’exemple @ D’apres la proposition @ on a que ty-. est homotope a zéro,
c’est-a-dire qu’il existe des morphismes k% : Y — X?@Y 1 tels que L%; = dio ki—l—ki“d%,

pour tout i € Z. On définit v? = Wﬁ;,féoki qui est une application de Y* vers X*¢. En plus,
on a que
Lt = d&ﬂiﬂﬁ()ki = —W%<X>dalki

= _WiT(X)Q%f —kdy) = W%(X)kiﬂdéf =v'ttdy,

Alors v* : Y* — X est un morphisme de complexes. Considérons les morphismes 7, :
X1 @Yt — Y? et posons h' : Y — Y1 définit par h* = 71 1k%. On en déduit que

1y = whihy = 7l K+ KNy = nhds, K+ ity

Mais d’apres la définition de d *, on a que Wg,dicu k' = u'k® +di - ht. Ceci entraine que
14 —wiv® = dU 1 h 4+ iYL, Cest-a-dire ut v ~ 1y
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Rappelons que H*¥(u*v") = H¥(1 —Y ") pour tout k, ce qui implique que v° est un
quasi-isomorphisme aussi. En appliquant v* le méme raisonnement que précédemment, on
obtient w®: X" — Y " tel que w"v" ~ 15" Onen déduit que w* ~u"etu"v' ~ 15" O

Théoréme 3.4. Le foncteur de localisation PR : X (proj(Q)) — DP(proj(Q)) est un
isomorphisme de catégories.

Démonstration. Le lemme @ entraine tout quasi-isomorphisme dans X °(proj(Q)) est
inversible, donc d’aprés le théoreme @ il existe foncteur G : D‘b(proj(Q)) — X b(proj(Q))
tel que 1yeo00500)) = GPE"? . On aaussi que (PR"*7G)PE"?? = PE"°?, donc la propriété

universelle de P2"*7 implique que P2/ G = L (proj(@))- -

Proposition 3.2. Considérons le foncteur I, : D°(proj(Q)) — D°(mod(Q)) définit .
Alors Is, est pleinement fidéle.

Démonstration. Soit X*,Y* € €®(proj(Q)), on va montrer qu’on a une bijection entre
Hom po (oo (XY 7) et Hompe o400y (X7 Y7). Soit a, 8 € Homup g0 (XY
représentés par (U*,s",a") et (V°,t°,b"), avec U*,V " des complexes dans C°(proj(Q)) et
s, t" des quasi-isomorphismes. Supposons que Is.(a) = I;(f3), alors il existe un complexe
T° € €®°(mod(Q)) et un diagramme commutatif

U
/A\
u
. T ‘. y. .
X ¢-=---T"-----3 >Y

avec r ' un quasi-isomorphisme. D’apres la preuve du Lemme @, ilexiste h*: X' —>T°
tel que x"h* ~ 15", c’est-a-dire, " h" est un quasi-isomorphisme dans JCb(proj(Q)). On
obtient le diagramme commutatif dans % °(proj(Q))

U
N
s I a’
Z///// u'\;x\\\’I
z"h : Yy h

On en déduit que o = 8 dans D (proj(Q)).

Soit maintenant 5 € H0m$b< (Q>)(X°, Y ") représenté, par (Z°,s°,b") avec Z* un

mod
complexe dans €°(mod(Q)). A nouveau on obtient ¢t* : X* — Z° tel que st " soit un quasi-
isomorphisme. Soit « le morphisme dans Db(proj (Q)) représenté par (X*,s"t",b"t"), on

a le diagramme commutatif
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Nrsepo oo x-S Sy
s\ 1%
X
On en conclut que = Is(«). O

Lemme 3.4. Pour tout complexe borné X * € C’b(mod(Q)), 1l existe un quasi-isomorphisme
" P* = X" tel que P* € CP(proj(Q)).

Démonstration. On construit un objet P° et un épimorphisme 7° : X° — P° qui soit
un quasi-isomorphisme. Sans perte de la généralité, on va supposer que X* = 0 si i > 0.
Comme X ° est borné, il existe n < 0 tel que X™ = 0 pour tout m < n. Supposons que
le complexe est construit jusqu’au degré k avec k < 0, et qu’il satisfait que 7% est un
épimorphisme pour tout k < ¢ et un quasi-isomorphisme pour k£ + 1 < g. On considere le
diagramme commutatif

k
Kerd'%
N
/
//p L
/
/
/ d d}c
Q Pk Pk+1 NP
l
iy : ﬂ_k ﬂ,k+1
I
\J‘/ dk*l dk
. k-1 _~ kK~ k+1
— X X X —

7k akt
ot ¢ est I'inclusion canonique et (Q,p,7) est le produit de Kerd% — — X* +—— X*-1,
On rappel que @ est isomorphe au noyau du morphisme d’§<_1q1 —7kigy ot qp + XFTL x
Ker d;‘% — XF1et gy : X1 x Ker dé% — Ker d;% sont les projections canoniques.

On démontre que 7 est un épimorphisme. D’abord, on remarque que pour la propriété
universelle du produit T C X% x Ker d’f;’l de d% et 781 il existe une unique h: P¥ — T
tel que le diagramme suivant soit commutatif




ol t; et t, sont les injections correspondantes. On suppose que h est un épimorphisme. Soit
x € Xk alors (d% 1 (x),0) € T car 0 € Kerd™ et d%(d' 1 (x)) = 7%+1(0) = 0. Alors
il existe 2’ € P* tel que h(z”) = (d% '(z),0). On obtient (x,2") € X*~1 x PF tel que
d&%(x") =0 et di () = ty(h(z")) = 78(2’). Alors (z,2”) € Q est tel que n(x,z") = .

Montrons maintenant que 7 induit un isomorphisme entre H*(P*) et H*(X*). Soit
y € Kerd¥ tel que mF(z) = 0. Il existe x € X*! tel que d%1(z) = 7%(y), on en
obtient que (z,y) € @ et donc y € Imd, c’est-a-dire, ¥ = 0. Pour y € Ker d’)“( on a que
(y,0) € T. La surjectivité de h implique qu’il existe € P* tel que h(z) = (y,0). Comme
d%(x) = t;h(x) = 0 on a que x € Kerd¥ et 7¥%(z) = tyh(z) = y. Ceci démontre que
HP”(7) est un isomorphisme.

Finalement, on sait qu’il existe un module projectif de type fini P*~1 et un épimor-
phisme A’ : PF~1 — Q. On pose d% ! = dh’ et 771 = wh’. Comme h’ est surjectif, m%1
reste surjectif et Kerd%/Imd% 1 = Kerd®/Imd. Comme P* a été construit de cette
fagon, on a bien que h est un épimorphisme aussi.

O

Théoréme 3.5. On a une équivalence de catégories entre X°(proj(Q)) et D°(mod(Q))

Démonstration. On démontre que IEPEpmj est une équivalence de catégories. D’abord
notons que la proposition @ et le théoréme entrainent que Iy, PR"%7 est pleine et
fidele. Le lemme @ implique que pour tout objet X ° de Z?b(mod(Q)) il existe P° dans

K (proj(Q)) tel que I, PE™7(P*) 2 X *. Ceci conclut la preuve. O

On en obtient que pour étudier la structure de D°(mod(Q)) il faut étudier celle de
x® (proj(@)). On finit le chapitre avec une proposition que nous permettre décrire en détail
DD®(mod(Q)) pour certains carquois Q.

Proposition 3.3. Soit Q un carquois fini sans cycles orientés. Alors, les objets indécom-
posables de Z)b(mod(Q)) sont — d isomorphisme prés — les complexes X ° tels qu’il existe
i € Z qui satisfait X7 = 0 pour tout j # i et X* est un module indécomposable.

Démonstration. Soit M un module indécomposable dans mod(@). On considére le com-
plexe M, " définit au début de ce chapitre. Soit P° un complexe de modules projectifs
tel qu’il existe un quasi-isomorphisme " : P° — M;,". Supposons qu’il existe M;*
et M," tels que My® = M, &M, dans D°(mod(Q)). Il existe des complexes P, °
et P," dans X°(proj(Q)) tels que P = P, @®P,". Comme H*(M,") =~ H*(P") =
H*(P,") ® H*(P,") pour tout k, on obtient que H*(P;*) = H*(P,") = 0 pour tout
k+0et HO(P,")® H°(Py") = M. Comme M est indécomposable on peut supposer que
HO(P,") =0, ce qui entraine que P, * = 0 dans X °(proj(Q)). On conclut que P* et M, "
sont indécomposables.

Maintenant, on prend un complexe X ° dans Db(mod(Q)). Supposons que X ° est in-
décomposable. Comme avant, il existe P " complexe de modules projectifs quasi-isomorphe
a X°. Comme @ est fini sans cycles orientés, k@ est une algebre héréditaire. Donc pour
tout morphisme de k@Q-modules f : P — Q avec P € proj(Q), on a que P = Ker f @ P’
ou P’ = Im(f).

Sans perte de la généralité, on suppose que P? = 0 pour tout i < 0. Si P est tel que
P? = 0 pour tout i # 0, alors P° est un module indécomposable et on a bien que X * est
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de la forme souhaitée. Soit k € N, supposons que tous les complexes Q * tels que Q* = 0
pour tout i < 0 et ¢ > k sont quasi-isomorphes & un complexe M * tel qu’il existe j € Z
qui satisfait M* = 0 pour tout i # j et M7 est un module indécomposable. Supposons que
P* est tel que PP*! & (. D’aprés la remarque précédente, on a que P* = Ker df; ® P’ ou
P’ = Tmd¥%. On obtient que

dp
0 P’ prtt
P. - dlffl @
- ——— pk-1 — Kerd¥}, 0

Comme P° est indécomposable, il est isomorphe & une des deux lignes, et par notre
hypothese, dans les deux cas on obtient qu’il est quasi-isomorphe a un complexe M * tel
qu'il existe j € Z qui satisfait M* = 0 pour tout i # j et M7 est un module indécomposable.

O

Exemple 3.2. Soit @) le carquois de Kronecker. D’apres le théoreme @, tous les objets
indécomposables de D°(mod(Q)) sont les complexes isomorphes & un complexe X *
dont le seul X* différent du module 0 est isomorphe & un des modules décrits dans
I’exemple @
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Annexe A

Catégories abéliennes

Au long de cette annexe on suppose que le lecteur connait les bases de la théorie des
catégories. En cas contraire on conseil de regarder [4].

Définition A.1. Soit € une catégorie, on dit que € est pre-additive si pour tout objet
X,Y € @, il existe une opération + qui fait de Home (X, Y') un groupe abélien. On demande
aussi que la composition de morphismes soit bilinéaire.

Définition A.2. Une catégorie € est dite additive si elle est pre-additive et dedans il
existent tous les produits et sommes.

Théoréme A.1. Soit C une catégorie additive, alors pour tout X,Y € C, on a

XpY=XIIY

Démonstration. Voir [L][III 4.4]. O
Exemple A.1. La catégorie de groupes abéliens Ab est additive.

Définition A.3. Une catégorie C est dite abélienne si

(a) € est additive,

(b) Tout morphisme admet un noyau et conoyau,

(¢) Tout monomorphisme est le noyau d’un morphisme,
)

(d) Tout épimorphisme est le conoyau d’un morphisme.

En gros, une catégorie abélienne est une catégorie qui a les mémes propriétés qu’un
catégorie de modules. Par exemple, supposons que € est une catégorie dont chaque objet
X € € soit en particulier un ensemble, alors C@ (a) donne qu’il existe une opération
bilinéaire dans X induit par le morphisme 1y +1 y ol + est 'opération dans Home (X, X).

En particulier, si A est un anneau, alors la catégorie de A-modules a droite est
abélienne.

Définition A.4. Soit k un corps, une catégorie € est k-linéaire si pour tout objet X,Y €
€ on a que Homp(X,Y) est un k-module et la composition de morphismes et k-bilinéaire.

Exemple A.2. La catégorie mod(Q) est k-linéaire et abélienne.
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Cette types de catégories satisfont les mémes types de propriétés que les catégories
de modules. Les propositions suivantes découlent de la existence des noyaux et conoyaux
dans une catégorie abélienne.

Proposition A.1. Soit C une catégorie abélienne et considérons le diagramme commutatif
sutvant

0 X Y z 0
b, L
0 X sy s 0

Alors il existe un unique h: Z — Z’ tel que le dernier carré commute.

Proposition A.2. Soit € une catégorie abélienne et considérons le diagramme commutatif
sutvant

0 X’

Alors il existe un unique f: X — X’ tel que le premier carré commute.

On rappelle les définitions de produit fibré et somme amalgamée.

Définition A.5. Soient f; : X; — X, f, : X5 — X deux morphismes dans €. Un
produit fibré de f; et f5 est la donné d'un objet P et deux morphismes p; : P — X, et
Py P — X, tels que
(1) fip1 = fap2
(ii) Pour tout objet Y et morphismes ¢g; : Y — X5 et g5 : Y — X, tels que f191 = fa95
il existe un unique morphisme g: Y — P tel que p;g = g; et pog = ¢go.

De fagon duale, soient f; : X — X;, f: X — X, deux morphismes dans €. Une somme
amalgamée de f; et fy est la donné d’un objet ) et deux morphismes ¢; : X; — @ et
qs + Xo — Q tels que

(i) ¢1f1 = a2/

(ii) Pour tout objet Y et morphismes ¢g; : X; = Y et g, : X5 — Y tels que g1 f; = 92f5
il existe un unique morphisme g : @ — Y tel que gq; = g1 et 995 = 9.

Proposition A.3. Soit une catégorie C additive dans laquelle tout morphisme admets un
noyau et conoyau. Alors tout paire de morphismes dans C admet un produit fibré et une
somme amalgamé. En particulier, on la résultat si C est abélienne.

Démonstration. Voir [I][IIT 5.2 et 5.6]. O

Théoréme A.2. Soit C une catégorie abélienne, alors au digramme
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I
fo fi

correspond un diagramme

Po P2

0 X, P X, 0
Jpl lfé
f s
0 X, — 05X, —1 X 0

ot (P,pq,ps) est un produit fibré de f, et f,. Réciproquement, pour tout diagramme
commutatif

/

0 Xg—2 s pr —2 5 X, 0
lp/l lfz
f f
0 Xo—2 55X, — 5 X 0

il existe un isomorphisme f : P’ =~ P tel que py = fpy, p1f =D} €t pof = ph.
Démonstration. Voir [1][IIT 5.5]. O
Théoréeme A.3. Soit C une catégorie abélienne, alors au digramme

f1 fo

0 X X1 Xo 0
lfz
X

correspond un diagramme
f f

0 X —— X, —— X, 0
lfz lfh

0 X2 q2 Q 90 Xo 0

0t (@, qq,q5) est une somme amalgamée de fy et fo. Réciproqguement, pour tout diagramme
commutatif
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0 X X, Xo 0
[n s
0 Xy, —2 @ —2 X, 0

il existe un isomorphisme f: Q ~ Q’ tel que qo = g\ f, fq1 = ¢} et fa, = ¢5.

Démonstration. Voir [1][III 5.9]. O

Définition A.6. Soit € une catégorie abélienne et I un ensemble de morphismes. On dit
que I est un idéal si pour tout objet X,Y,Z € € on a

(a) I(X,Y)=1NHome(X,Y) est un sous-groupe de Home(X,Y)
(b) Pour tout f € I(X,Y) et g € Home(Y,Z), gf € I(X, 2)
(¢) Pour tout f € Home(X,Y) et g€ I(Y,Z), gf € [(X,Z)

Proposition A.4. Soit I un idéal de la catégorie abélienne C, alors on a un catégorie
quotiente C; dont les objets sont ceur de C et pour tout X,Y on a Hom@I(X, Y) =
Home(X,Y)/I(X,Y). En plus, C; est additive.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que la composition est bien définie et elle est
associative, tout le reste découle du fait que € est déja une catégorie additive et que
I(X,Y) est sous-groupe de Hompe(X,Y) pour tout X,Y € €. Soient f € Home (X,Y)
et g € Home (Y, Z). Prenons f € Home(X,Y) et ¢’ € Home (Y, Z) tels que f = f’ et
barg = g’, alors il existe 1 € I(X,Y) et k € I(Y, Z) tels que f' = f+ 1 et g’ = g+ k. Cela
entraine que ¢’ f' = gf +gt+rf+re. Comme I est idéal, go+rf+re € T et g f/ = gf. On
en obtient que Hom@I (X,Y) est muni d’'une composition. De la méme fagon, on obtient
que la composition est associative et €; est une catégorie. ]
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